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所 长 、 研 究 员 ,西北 工业 大 学 顾问 教授 ,西北 大 学 名 誉 教 
授 ， 西 安 医科 大 学 名 誉 教授 ， 中 国 科学 技术 讲学 困 教 投 ， 
陕西 继续 教育 大 学 荣誉 教授 。 


我 们 知道 ,在 许多 科学 领域 (如 ;物理 学 .力学 .热传导 学 、 声 
学 ,电磁 学 等 ) 和 工程 技术 中 ,有 许多 问题 可 以 用 偏 微分 方程 描述 。 
研究 偏 微分 方程 的 数值 解 是 解决 这 些 问题 的 强 有 力 工具 。 而 偏 微 
分 方程 的 数值 解 的 研究 已 成 为 一 门 专门 的 学 科 , 国 内 外 有 很 多 学 
者 在 这 个 领域 进行 研究 ,并 利用 各 种 数值 方法 和 最 新 的 研究 结果 
来 解决 各 种 工程 实际 问题 .然而 ,自然 界 中 的 事物 总 存在 着 辩证 关 
系 . 当 偏 微分 方程 中 的 算 子 、 边 界 条 件 .初始 条 件 ,从 过 去 的 已 知 变 
成 未 知 ,而 原 方程 的 解 仍然 未 知 时 ,这 就 构成 了 偏 微分 方程 的 逆 
( 反 ) 问 题 , 这 些 问题 在 工程 技术 中 也 是 普遍 存在 的 。 例 如 ,在 无 损 
探伤 .地 下 目标 重 构 ( 识 别 ). 地 震 勘 探 ,石油 开采 方面 的 强化 采油 
和 产量 预测 、 飞 机 器 型 设计 、 结 构 故障 诊断 ,物质 的 热传导 系数 和 
比 热 系数 的 测定 等 方面 , 均 存 在 偏 微分 方程 的 逆 问 题 , 逆 问题 的 研 
究 得 到 了 国内 外 学 者 的 广泛 重视 , 近 十 年 来 ,每 年 举行 一 次 有 关 道 
问题 的 国际 性 会 议 , 并 创立 “Inverse Problems” 杂 志 , 这 一 研究 方 
向 无 疑 已 成 为 各 种 学 科 和 工程 技术 中 的 热门 研究 领域 。 

本 书 的 主要 目的 是 向 读者 介绍 解决 偏 微 分 方程 逆 问 题 的 两 种 
数值 方法 以 及 在 解决 工程 实际 问题 中 的 其 它 一 些 方法 。 通 过 介绍 
不 同 领域 的 工程 实际 中 的 着 问题 ,一 方面 ,使 读者 了 解 到 道 问 题 存 
在 的 广泛 性 , 另 一 方面 ,使 读者 了 解 到 解决 这 些 问题 的 最 新 技术 。 
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为 了 保证 本 书 具 有 一 定 的 系统 性 ,本 书 第 一 章 介绍 了 有 关 不 适 定 
向 题 和 偏 微 分 方程 逆 问 题 的 概念 及 实例 ;第 二 章 介 绍 了 一 些 基 础 
知识 ,如 不 适 定 问 题 的 正则 化 方法 、 算 子 逆 问题 的 摄 动 方法 、 第 一 
类 Fredholm 积分 方程 的 数值 方法 以 及 病态 线性 方程 组 的 求解 方 
法 ;第 三 章 详细 介绍 了 YY. M. Chen 提出 的 PST 和 GPST 技术 ,以 
及 在 解决 一 维 . 二 维 扩散 方程 , 双 曲 方程 中 的 具体 处 理 方法 和 数值 
计算 结果 ;第 四 章 详细 介绍 了 作者 提出 的 最 佳 摄 动量 方法 ,以 及 利 
用 解决 正 问题 的 区 域 分 裂 原 理 提 出 了 逆 问 题 的 区 域 分 裂 计算 技术 
和 异步 并 行 算法 ;第 五 章 介绍 六 个 不 同 领域 (声学 .电磁 学 ,无损 控 
伤 、 分 布 式 参 数 系统 、 翼 型 反 设计 和 石油 开采 ) 中 道 问题 的 处 理 方 
法 和 数值 仿真 。 但 需要 指出 , 因 篇 幅 的 限制 ,本 书 不 可 能 包罗 各 种 
领域 中 出 现 的 道 问题 和 它们 的 数值 处 理 方法 。 

为 了 便于 读者 自学 ,在 编写 过 程 中 ,力求 由 浅 入 深 , 并 且 系 统 
地 叙述 了 有 关 方 面 的 问题 ,尤其 是 着 重 阐述 GPST 和 最 佳 摄 动 量 
方法 的 基本 原理 和 处 理 过 程 .同时 ,在 讨论 逆 问 题 的 应 用 方面 尽 可 
能 地 不 涉及 各 自 专业 方面 的 知识 ,把 重点 放 在 建 模 以 后 的 数值 处 
理 方面 。 l : 

作者 在 研究 逆 问 题 的 数值 方法 中 ,得 到 了 Grumman 公司 奖 
学 金 的 资助 .第 四 章 中 的 许多 研究 结果 是 在 该 奖学金 的 资助 下 ,在 
美国 纽约 州立 大 学 石 溪 分 校 应 用 数学 和 统计 系 研究 完成 的 。 在 此 
期 间 得 到 了 CEEC 基金 委员 会 主席 .国际 著名 的 物理 学 家 杨振宁 
教授 ,应 用 数学 和 统计 系 主任 .国际 著名 的 量 分 子 力学 和 计算 流体 
力学 专家 James Glimm 教授 ,以 及 逆 问 题 数值 方法 GPST( 或 
PST) 的 创始 人 Y. M. Chen 教授 的 大 力 支 持 和 鼓励 。 在 回国 后 的 研 
究 工作 中 ,作者 得 到 了 国家 教委 回国 人 员 基 金 和 陕西 省 自然 科学 
基金 对 “ 偏 微分 方程 道 问题 的 异步 并 行 方法 之 研究 ”项 目的 资助 ， 
作者 在 编写 本 书 过 程 中 ,受到 西北 工业 大 学 有 关 领 导 和 应 用 数学 
系 领导 的 支持 ,西北 工业 大 学 林 世 明教 授 和 西北 大 学 张 棣 教授 ,以 
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及 同行 的 帮助 和 鼓励 .另外 ,西北 工业 大 学 张 学 林 讲师 在 作者 整理 
本 书 初稿 时 曾 给 予 了 很 大 的 帮助 。 作 者 在 此 一 一 深 表 谢 忱 。 

由 于 作者 水 平 有 限 , 书 中 不 妥 之 处 在 所 难免 , 敬 请 读者 批评 
指教 。 
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1. 什么 是 偏 微分 方程 的 过 问题 

偏 微分 方程 的 道 ( 反 ) 问题 是 因 相 对 偏 微分 方程 的 正 问题 而 
提出 来 的 。 

众所周知 ,在 物理 学 、 力 学 和 工程 技术 问题 的 研究 中 ,发 现 许 
多 问题 可 以 用 偏 微分 方程 描述 ,由 于 它 具 有 紧密 地 、 直 接地 联系 着 
许多 自然 现象 的 特点 ,所 以 随 着 科学 技术 的 发 展 , 它 一 方面 从 其 它 | 
科学 技术 中 吸取 新 方法 ,不 断 地 丰富 更 新 它 的 研究 内 容 , 另 一 方 
面 ,也 促进 了 许多 相关 数学 分 支 的 发 展 , 为 解决 许多 实际 问题 提供 
了 有 力 工具 。 

偏 微分 方程 正 问题 ( 即 , 定 解 问题 ), 是 研究 由 偏 微分 方程 描述 
某 种 物理 过 程 或 现象 ,并 根据 系统 的 状态 变量 的 某 些 特定 条 件 ( 包 
括 初 始 条 件 、 边 界 条 件 等 ) 来 确定 整个 系统 的 状态 变量 的 变化 规 
律 , 即 研究 状态 的 数学 表达 式 。 

例如 : 某 一 物体 C 的 热传导 问题 ,以 函数 u(z,y,z,t) 表示 物 
体 G 在 位 置 (z,y,z) 处 及 时 刻 t 的 温度 ,物体 的 热传导 系数 、 比 热 
系数 和 密度 系数 分 别 为 E(x,y,z)、cCz,y,z) 和 p(z,y,z) ,外界 对 
物体 G 的 加 热 过 程 为 f(x,y,z,t), 则 物体 内 部 的 温度 函数 ux,y， 
z,t) 一 定 满足 下 列 方程 : 
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d = $4 2x * 3:52] az ^ ae +f an 
JF B. ,在 初始 时 刻 即 上 = 0 时 ,物体 的 温度 变化 规律 已 知 , 如 
MU(Zzyyyzy0) = PCZ yyz) (1. 2) 
物体 与 外 界 接触 的 表面 温度 变化 规律 已 知 , 即 
ULY, Zst) wer = gGyszst) (1. 3) 
其 中 栈 为 物体 的 边界 曲面 。 


这 样 物体 C 的 内 部 温度 ure y zt) 的 变化 规律 就 被 唯一 地 
确定 。 
然而 自然 界 中 的 变化 规律 总 存在 着 一 定 的 辩证 关系 。 在 上 述 
热传导 问题 中 , 当 人 们 研制 出 一 种 新 物体 时 , 它 的 热传导 系数 、 比 
热 和 密度 的 系数 特性 ,往往 是 未 知 的 ,而 物体 和 外 界 接触 表面 上 的 


各 点 流量 ( 即 弛 | ) 是 可 观察 的 ,物体 内 部 的 温度 变化 仍然 未 知 ， 


这 就 要 求人 们 去 确定 新 物质 的 热传导 系数 (x,y,z), 比 热 系 数 
cl(z,y,z) 和 密度 系数 p(xz,y,z)。 这 个 问题 怡 是 上 述 问 题 的 反问 
. 题 , 即 是 一 个 偏 微分 方程 的 道 问题 。 

概括 而 言 : 若 偏 微分 方程 的 定 解 问题 中 某 些 原来 条 件 变 成 未 
知 条 件 ,而 原 方程 的 未 知 函数 可 能 仍然 是 未 知 的 ,或 者 只 知道 与 这 
个 未 知 函 数 的 一 些 有 关 信息 ,我 们 要 通过 方程 , 定 解 条 件 和 某 些 附 
加 条 件 来 确定 这 些 未 知 量 ,这 类 问题 称 为 偏 微分 方程 的 着 问题， 

在 许多 自然 科学 和 工程 技术 领域 中 ,确定 这 些 待定 量 有 着 不 
同 的 途径 ,最 明显 \ 最 直接 的 方法 是 测量 这 些 参数 在 一 些 离散 点 处 
的 值 ,并 通过 插值 逼近 方法 可 得 待定 量 的 变化 规律 ,但 这 种 方法 一 
般 是 行 不 通 的 。 其 原因 有 ， 

OO 直接 测量 所 有 的 数据 ,费用 巨大 (如 在 资源 勘探 方面 )， 

(2) 直接 测量 是 不 可 能 的 ,例如 ,不 可 损坏 的 物体 内 部 结构 参 
数 , 商 空 .海底 .地 下 .生物 等 物体 内 部 的 -一些 参数 ， 

这 就 要 求人 们 利用 与 待定 参数 有 关 的 偏 微分 方程 ,去 测量 与 
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待定 参数 有 一 定 关系 的 其 它 量 在 边界 上 的 变化 规律 或 者 其 它 可 获 
得 的 信息 去 估计 所 要 求 的 未 知 量 , 这 个 过 程 就 是 求解 偏 微分 方程 
道 问题 的 过 程 。 

一 般 地 , 偏 微 分 方程 逆 问 题 有 五 类 : 

OD 确定 偏 微分 方程 的 某 些 结构 参数 , 即 微分 算 子 识别 问题 。 
例如 上 述 问 题 中 确定 热传导 系数 (zx,y,z) 或 比 热 系数 c(zyyvz) 
等 。 

(2) 确定 过 程 的 过 去 状态 ,即时 间 反 演 问 题 (或 时 间 匹 配 问 
题 ). 例 如 ,用 上 述 问题 中 已 知 物体 当前 的 温度 去 确定 初始 的 温度 
分 布 , 即 %z,y,z)。 

(3) 确定 外 界 过 程 的 作用 .例如 ,在 上 述 问题 中 确定 对 物体 的 
加 热 过 程 f(z,y,z,t)。 

(4) 确定 状态 变量 在 物体 边界 上 的 变化 规律 ,例如 ,在 上 述 问 
题 中 确定 物体 与 外 界 接触 表面 上 的 温度 变化 规律 , 即 gr(z,y 
z,t)。 

(5) 确定 物体 的 边界 形状 , 即 几何 逆 问 题 .例如 ,在 上 述 问 题 . 
中 确定 全 或 G 的 形状 。 

2. EPUM STE X HM 

虽然 Hadamard 的 适 定性 概念 是 针对 数学 物理 问题 提出 的 ， 
但 是 这 个 适 定性 概念 很 容易 推广 到 一 般 方程 的 解 问题 .下 面 介 绍 
一 般 性 的 适 定 性 概念 。 

已 知 两 个 度量 空间 U 和 下 , 元 素 间 的 距离 分 别 为 pv Cn， 
us) (za st € U) ,pr (2,2) (zi ,zs € F) ,并 且 对 每 个 元 素 z € U 在 
空间 下 中 存在 唯一 解 z = RGO 与 之 对 应 .如 果 对 任 一 个 数 e> 0， 
都 存在 数 $(e) > 0, 若 有 不 等 式 

Pu luisu) Oe) (1.4) 
就 有 

OF(ziyzz) LE (1.5) 


4 偏 微分 方程 逆 问 题 的 数值 方法 及 其 应 用 


其 中 z = R) sz, = ROG, u, € U,z1,z; € F). WA F 空间 
中 由 wx € U 确定 的 解 z = RU) 的 问题 被 称 为 在 空间 对 (F,U) 上 
是 稳定 的 。 、 

由 度量 空间 的 元 素 x 来 确定 度量 空间 F 上 的 解 z 的 问题 ,如 
果 满 足下 列 条 件 , 则 称 该 问题 在 度量 空间 对 (F ,U) 上 是 适 定 的 。 

(OD (存在 性 ) 对 所 有 元 素 u €. U 均 存 在 空间 下 的 解 z; 

(2) (唯一 性 ) f z = RGO 是 唯一 被 确定 ; 

(3) (稳定 性 ) 问题 在 空间 对 (F,U) 上 是 稳定 的 。 

不 满足 上 述 三 个 条 件 之 一 的 问题 统称 为 不 适 定 问题 。 

长 期 以 来 ,人 们 都 认为 ,从 实际 物体 问题 归结 出 的 数学 问题 总 
是 适 定 的 .这 一 观念 把 人 们 的 注意 力 牢固 地 局 限于 适 定性 的 一 类 
问题 之 中 ,并 且 人 们 认为 实际 问题 都 一 定 是 适 定 的 ,因而 研究 不 适 
定 问题 也 就 没有 任何 意义 .直到 本 世纪 50 年 代 中 , 才 开 始 引 起 人 
们 的 重视 .特别 是 80 年 代 以 来 ,由 于 遇 感 ,资源 勘探 ,大 气 测 量 、 系 
统 参数 识别 .生物 器 官 和 人 体 器 官 特性 的 分 析 无损 探 伤 等 等 ,各 
”类 自然 科学 与 工程 技术 的 迅速 发 展 , 把 对 不 适 定 问题 的 研究 和 应 
用 提 到 了 条 新 的 阶段 。 

在 不 适 定 问题 中 ,人 们 一 般 关心 的 是 不 满足 稳定 性 条 件 的 一 
类 不 适 定 问题 .因此 ,粗略 地 讲 凡是 解 不 连续 地 依赖 于 数据 的 一 切 
数学 问题 都 称 为 不 适 定 问题 .对 不 适 定 问题 的 研究 ,前 苏联 学 者 
Tikhonov 和 Arsenin 从 观念 ,理论 .方法 上 开拓 了 一 个 新 的 领域 。 
他 们 的 专著 《不 适 定 问题 的 解法 》 是 这 一 领域 中 第 一 部 著名 的 著 
作 . 美 国 纽约 大 学 Courant 数学 研究 所 的 John 教授 将 这 部 著作 译 
成 英文 时 ,在 序言 中 写 道 ,“ 可 以 一 言 以 蔽 之 ， 大 多 数 应 用 问题 是 而 
且 总 是 不 适 定 的 ,特别 是 当 它 们 要 求 数值 解 时 。” 

对 于 偏 微分 方程 逆 问 题 ,不管 它 的 正 问题 是 否 线性 , 它 的 逆 问 
题 总 是 非 线性 的 ,并 且 是 不 适 定 的 .因此 这 里 给 出 不 适 定 的 概念 和 
以 下 列 出 的 不 适 定 问题 的 例子 是 非常 必要 的 。 
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3. 不 适 定 问题 的 几 个 实例 

例 1 病态 线性 方程 组 的 数值 解 。 

我 们 知道 , 当 线性 方程 组 Ax = B 的 条 件数 cond(4) > 10* 
时 ,线性 方程 组 的 数值 解 不 连续 依赖 于 4 和 B, 即 该 类 问题 是 不 适 
定 的 。 

例 2 第 一 类 Fredholm 积分 方程 的 解 

| Ke,ozcod: — u(x), cx rxd (1. 6) 

Kb KGsD 在 [a,6] x [c,d] 内 连续 , 且 具 有 连续 偏 导数 2 ， 


z0) 为 空间 F 中 的 未 知 函 数 ,u(x) 为 空间 U 中 的 给 定 函 数 ,空间 
U fü F 中 的 距离 分 别 为 


d 
put us) = JÍ [u Gr) — us GO Fdz (1. 7) 


pr (zi ,之 2 ) = max |z) 一 zx2(t)| ` (1.8) 
当 积分 方程 右 端 为 x = u(x) 时 ,方程 的 解 为 z,(2), 即 
b 
[Kc cod —u(x), cszrxd (1.9) 


不 难 验证 ,对 一 切实 数 w 和 N ,函数 = (0) — e C) 十 Nsinet & 
RS us GO) = wz) + NÈ K D sinode 的 积分 方程 的 解 。 
很 显然 ,对 任 一 实数 值 N , 当 w 充分 大 时 


Pun ug) = [N] A ELT RG sinis Ta (1-10) 


可 以 任意 小 ,但 是 ,z;() 与 z2 (t) 之 间 的 距离 
gren, 2) = max | Nsinet | = |N| (1.11) 
则 不 可 能 任意 小 。 
这 就 说 明 第 一 类 Fredholm 积分 方程 的 解 z(z) 是 不 连续 依赖 
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于 右 端 已 知 项 «o. 
813 HRKI h 度量 为 近似 已 知 时 , 求 Fourier 级 数 之 和 。 
1; 空间 与 Fourier 级 数 的 和 函数 空间 F 之 间 的 对 应 关系 为 


fia) = Sa.cosnt = R(a), 
ae E4, (1.12) 
取 一 个 4 中 的 元 素 5 为 
ZEN 00779 (420 a19 
a, 十 PL n2] 
则 
fi = Docosnt (1. 14) 
不 难 验证 J, EF, T 


d 2 
la — bl, = 20. a) meu (1. 15) 
a-0 . 


Tf — ol. = max |f) = AO 


cosnt 一 
一 max e 之 = co (1.16) 


因此 在 上 述 距 离 的 定义 下 , 求 Fourier 级 数 和 的 问题 是 不 适 
定 的 。 

例 4 ZÆ Laplace 方程 的 Cauchy 问题 。 

人 —0, (rER: - 


u(z,0) = f(x), F 一 CD， 一 c<z<oo 
4.17 
其 中 f(z) 和 9G) 为 给 定 函数 。 


车 fi(x) 二 0,9 (x) = sinar 


(a > 0), Wl] Cauchy 问题 的 解 为 
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ur) = Bsinazshay (1. 18) 


车 fala) = 0,9(x) 三 0, 则 Cauchy 问题 的 解 为 
u(x) = 0 (1.19) 
MRS) par) 在 给 定 函 数 空间 上 的 放量 是 以 最 大 值 度量 估 
计 , 则 有 
plfi,fi) = sup|fi(z) — f(x)|=0 (1. 20) 


eG. 9 —suplaGo — pz)| = 工 (1. 21) 


a 
SA. 充分 大 时 ,Pp(f,f,) 和 PRP) 都 可 充分 小 ,但 
Cauchy 问题 的 解 之 差 
pluiyuz) = sup |ui Gr, y) — u(x,y)| 


shay 
2 


(1. 22) 


l. 
= sup | a4 iSinazsha y 


则 对 任意 固定 的 y, 当 a 充分 大 时 ,o(w su) 可 以 任意 大 。 

因此 ,这 个 问题 不 具有 稳定 的 特性 ,因而 是 不 适 定 的 。 

4. 研究 偏 徽 分 方程 逆 问 题 的 几 个 方面 

OD 理论 上 要 解决 道 问题 的 存在 性 和 唯一 性 。 

这 方面 的 研究 具有 很 大 的 难度 ,目前 , 仅 能 解决 一 些 特殊 类 型 
的 偏 微分 方程 着 问题 的 存在 性 和 唯一 性 .Sylvester,Uhlmann 和 
Sun 对 二 维 椭圆 算 子 L[4] = V * A 中 关于 &(z,y) 的 存在 性 和 
唯一 性 做 了 一 系列 的 工作 ;Cannon 和 Duchateau 对 一 维 非 线性 扩 
散 方 程 中 扩散 系数 的 逆 问 题 的 存在 性 和 了 唯一 性 也 做 了 大 量 研究 工 
作 , 给 出 了 许多 有 益 的 结论 ,关于 理论 方面 的 研究 ,有 学 者 认为 应 
当 避 开 逆 问题 存在 性 和 唯一 性 的 讨论 ,其 原因 有 :GD) 由 于 实际 问 
题 的 数据 严格 地 说 都 有 一 定 的 误差 ,并 且 逆 问题 本 身 是 一 种 不 适 
定 的 问题 ( 即 解 不 连续 依赖 于 数据 )。 因 此 按照 经 典 的 理解 , 解 与 
“ 真 解 ”相差 很 大 , 故 讨论 道 问题 的 存在 性 和 唯一 性 在 实际 中 意义 
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TQ) 从 实际 问题 角度 看 ,反映 自然 现象 的 解 肯 定 是 存在 的 , 关 
键 是 如 何 求 出 逆 问 题 的 近似 解 。 

(2) 研究 逆 问题 的 求解 方法 .即将 不 同类 型 的 逆 问 题 通 过 适 
当 的 运算 和 变换 转化 成 可 计算 的 模型 ,如 方程 .级 数 和 非 线性 最 优 
化 问题 ,在 转化 计算 的 模式 时 ,必须 考虑 到 原始 问题 的 不 适 定性 ， 
从 而 要 求 构成 的 计算 模式 必须 具有 稳定 的 特点 。 在 一 般 的 道 问题 
的 数值 方法 中 , 比较 有 效 的 方法 有 : 非 线性 最 优化 方法 .脉冲 谱 技 
术 (PST) 或 广义 脉冲 谱 技术 (GPST)、 最 佳 摄 动 量 法 .人 们 很 容易 
将 偏 微分 方程 逆 问 题 转化 成 非 线 性 最 优化 问题 ,对 不 同 的 偏 微 分 
方程 逆 间 题 有 许多 学 者 利用 各 种 非 线性 最 优化 求解 逆 问 题 。 
Y. M. Chen 与 他 的 课题 组 人 员 在 近 20 年 的 时 间 内 应 用 PST 或 
GPST 方法 先后 讨论 了 许多 类 型 的 偏 微分 方程 逆向 题 ,广义 脉冲 
谱 技 术 是 一 种 数值 送 代 方法 ,计算 结果 表明 对 离散 后 的 待定 未 知 
量 较 少 (< 100) 的 情况 ,迭代 收 剑 速度 比 最 优化 方法 要 快 得 多 ,最 
佳 摄 动量 法 是 一 种 将 非 线性 最 优化 方法 和 广义 脉冲 谱 技 术 各 自 优 
点 有 机 地 相 结合 而 构成 的 一 种 数值 迭代 方法 .本 书 作者 将 这 种 方 
法 应 用 到 求解 许多 类 型 的 逆 问 题 之 中 ,并 且 成 功 地 将 最 佳 摄 动量 
法 和 Schwarz 区 域 分 裂 方 法 相 结 合 应 用 于 二 维 扩散 方程 的 时 不 变 
扩散 系数 的 重 构 问 题 中 。 这 为 解决 工程 实际 中 的 逆 问 题 提供 了 一 
个 很 好 的 途径 。 

(3) 研究 所 提出 的 计算 方法 的 可 行 性 和 收敛 性 。 

到 目前 为 止 ,不 论 是 非 线性 最 优化 方法 还 是 广义 脉冲 谱 技术 、 
最 佳 摄 动量 法 ,它们 只 能 求 出 在 初始 猜测 值 附 近 的 最 优 值 , 即 只 能 
得 到 局 部 极 值 解 .一 般 说 来 ,要 证 明 解 决 逆 问题 的 非 线性 最 优化 方 
法 的 收敛 性 是 很 困难 的 ,并 且 , 对 于 优化 的 未 知 数量 越 多 ,收敛 束 
度 越 慢 , 计 算 量 就 越 大 .而 广义 脉冲 谱 技术 和 最 佳 摄 动量 法 从 数值 
结果 来 看 ,收敛 速度 要 比 最 优化 方法 快 , 但 要 证 明 它们 的 办 代 算 法 
是 否 收 敛 还 存在 许多 困难 ,Liu 和 Chen 对 一 维 时 域 扩散 方程 的 首 
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问题 的 广义 脉冲 谱 技术 选 代 方法 给 出 了 收敛 性 证 明和 收敛 速度 的 
估计 式 。 然 而 最 佳 摄 动量 法 的 收敛 性 和 它 的 区 域 分 裂 算法 的 收敛 
性 仍 没有 得 到 解决 。 另 一 个 重要 的 问题 是 关于 正则 化 因子 的 如 何 
选择 问题 .我们 知道 ,正则 化 因子 选择 是 否 合适 决定 了 计算 的 收敛 
速度 和 迭代 算法 能 否 收敛 ,至今 ,这 个 问题 还 没有 真正 解决 ,在 实 
际 计 算 过 程 中 ,往往 是 根据 一 定 的 计算 经 验 选择 一 个 正则 化 因子 。 
然后 ,根据 计算 结果 来 修改 正则 化 因子 ,直至 选 到 一 个 较为 合适 的 
正则 化 因子 。 


1.2 逆 问题 的 实例 


本 节 将 给 出 一 些 逆 问题 的 实例 ,它们 是 选 自 不 同 领域 的 实际 
问题 ,为 了 突出 这 些 问 题 在 数学 上 的 共性 ,在 此 不 过 多 地 涉及 问题 
的 专业 知识 内 容 。 

例 1 二 维 地 下 热源 强度 的 确定 问题 。 

元 素 的 放射 性 衰变 引起 地 壳 温 度 的 升 高 ,其 温度 分 布 满足 下 
列 热传导 方程 ， 

at T" = Au HOS y) Ox y«o (23) 


其 中 a 为 常数 ,A 为 Laplace AF, 90) 为 已 知 函 数 , 且 具 有 下 列 
形式 ， 

pt) = ae™* (1. 24) 

其 中 是 放射 性 元 素 的 半衰期 ,e 为 已 知 的 常数 ,f(z,y) 为 热源 强 

度 , 这 是 一 个 半 平 面 上 的 热 传 导 方程 ( 见 图 1. 1), 它 的 定 解 问题 为 

初始 条 件 ; u(r,y,0) 一 0 (1.25) 

边界 条 件 ; uGr,0,t) = (7x,t) (1. 26) 

M f(z,y) 为 已 知 时 , 式 (1. 23) — 0.260) 构成 了 确定 温度 分 

布 《z,y,z) 的 定 解 问题 ( 正 问题 ), 当 f(x,y) 是 未 知 时 ,必须 给 定 
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某 些 附加 条 件 ,才能 确定 温度 分 布 k(z,y' 和 热源 强度 f(z,y)。 


例如 下 列 两 种 不 同 的 附加 条 件 : 
ulz, yist) = Lr,t) (1. 27a) 


D u(,0,0 = 9G, (1. 270). 
d y 


图 1.1 二 维 地 下 热源 强度 确定 问题 示意 图 


第 一 种 附加 条 件 要 求 测量 y, 处 温度 ,而 第 二 种 附加 条 件 表明 
地 表 的 温度 沿 深 度 方向 的 变化 率 是 已 知 , 这 时 , 由 式 (1.23) ~ 
(1. 27) 便 构 成 了 确定 地 下 热源 的 道 问题 。 

例 2 地 球 物理 勘探 问题 。 

地 震 勘 探 是 目前 广 为 利 用 的 一 种 资源 勘探 方法 . 它 由 地 震源 
产生 一 组 地 震波 通过 接收 装置 测 得 传播 波 与 反射 回 波 , 波 的 传播 
服从 弹性 波 方程 ,其 波 速 是 未 知 的 待 求 量 ,而 已 知 量 是 位 移 向 量 与 
它 的 法 线 速度 在 地 表面 处 的 值 (测量 得 到 ), 波 速 的 获得 将 揭示 地 
层 的 结构 。 

在 二 维 模型 之 下 ( 见 图 1. 2): 设 地 震波 引导 起 的 质点 位 移 有 
水 平 位 移 , 记 为 w(z,z'b 及 垂直 位 移 , 记 为 z(zyz, 旨 。 它 们 所 对 应 
的 标量 位 函数 为 Wzyz'b, 它 们 之 间 满 足下 列 关系 ， 


= 29， w=??? 


" Ir’ PE 


(1. 28) 
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由 弹性 力学 知识 可 知 ,标量 位 满足 


?= a’ (x,z)Ap + G(r,z,t) (1. 29) 


其 中 为 波 速 ,CCz,z'z) 震源 项 是 已 知 的 。 在 通常 情况 下 C 为 9 函 
TE. BD GG x0 = lz Xo, zost), JE T EO Gs = 
(0,050, 


地 面 地 震波 接收 器 
[€ PE T 
te m — 
一 (000 


图 1.2 二 维 地 震波 传播 示意 图 


式 (1. 29) 的 定 解 问题 为 
初始 条 件 : Arszt) le 一 0 . 
边界 条 件 : ”在 地 表 ( 自 由 表面 ) 的 法 向 引力 为 零 ,由 Hooke 定律 
知 

"EP 7X3 22 2-0 Q.30 
其 中 4 为 弹性 系数 ,由 于 震源 点 为 点 源 , 故 除去 此 点 以 外 G 二 0, 从 
而 由 式 (1. 29) 可 得 边界 条 件 为 


929 u 
Fra 0 (1. 31) 


若 a(z,z) 已 知 时 , 则 式 (1. 28) ~ (1. 31) 构成 一 个 波动 方程 
的 定 解 问题 . 若 a(z,z) 未 知 ,而 p(x,z,i) 仍然 未 知 , 则 为 了 确定 
az,z), 还 必须 提供 一 个 附加 条 件 .这 一 条 件 可 由 在 地 表 上 的 地 


Ju A 
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LE 波 接收 器 ( 检 波 器 ) 测量 提供 .在 地 表 上 ,质点 振动 的 法 向 速度 


是 可 以 测量 的 .这 时 有 

3 w 

2. = Ft) (1. 32a) 
或 . 

9!e u 

Itza = F(z,t) (1. 320) 


从 而 由 式 (1. 28) ~ (1. 32) 构成 了 地 震 勘 探 中 的 反 演 问题 
例 3 石油 与 地 下 水 资源 的 估计 问题 。 
在 石油 与 地 下 水 资源 开发 研究 中 ,人 们 十 分 关心 透射 率 « 与 
存 贮 系数 8, 这 时 控制 方程 为 如 下 扩散 方程 
(zyyz) € Q (1.33) 
其 中 表示 压力 ,qi 为 源 强度 ,a 为 透射 率 ,p 为 存 贮 系 数 .示意 图 见 
图 1.3。 UU 


图 1.3 资源 开发 与 估计 中 的 示意 图 


初始 条 件 : 
u x, yz ,t)|.-e 一 PCzyyyz)， (r,y,r) € N (1. 34) 
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边界 条 件 : H =0 (1. 35) 

Hoax [9] B] E ph ERA a, BH O Cyr DG — 1,2,…， 
m), WIARE 7] u 和 q; 数值 来 推算 透射 率 a 与 存 贮 系数 6。 

例 4 定向 设计 间 题 。 

定向 设计 问题 经 常 出 现 于 电器 .机械 ,力学 等 领域 中 , 它 通 常 
是 根据 给 定 的 设计 要 求 确定 参数 。 现 以 非 均匀 传输 线 为 例 说 明 , 示 
意图 见 图 1. 4 . 

电流 (或 电压 ) 电流 (或 电压 ) 


" 
i 非 均匀 传输 线 响应 
了 输入 | (参数 了 ,C,R,G) | 输出 


图 1.4 非 均 匀 传输 线 定向 设计 问题 示意 图 


传输线 清 足 如 下 的 控制 方程， 


aži 
22 LG, DCG,oD 2 ^x 


= LEDGE)  RGDCGu 9! 
cT RG,DGG Oi(zr,t) (1. 36) 

XB iG. 为 电流 ,了 上 .CR、.G 分 别 为 单位 长 度 的 电感 .电容 . 电 
阻 电导 ,已 知 量 是 输入 与 输出 的 电流 (或 电压 ), 未 知 量 是 也 .C、 
R.G. 这 是 一 个 典型 的 工程 定向 设计 问题 。 

*4 L.C,R,G 已 知 时 ,只 要 给 出 输入 条 件 便 可 得 到 输出 ,在 逆 
问题 中 ,给 出 输入 与 输出 ,要 求 推算 出 L.C.R.G。 

例 5 海水 密度 的 推算 问题 。 

在 海洋 动力 学 中 ,海水 密度 是 人 们 非常 关注 的 参数 .直接 潜入 
海中 进行 测量 是 十 分 困难 的 ,而 现代 遥测 技术 却 提 供 了 一 种 简单 、 
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可 靠 的 方法 .在 海面 , 人们 发 射 声 脉冲 ,其 声波 通过 海水 传 到 海底 
坚硬 的 岩石 海 床 ,经 过 海 床 的 反射 而 返回 海面 ,再 通过 声波 检测 器 
接收 其 波 信号 ,这 样 便 可 分 析 推 算出 海水 密度 。 一 维 示意 图 见 图 
1. 5, 

声 收 发 器 海面 


海水 


pG) 密度 


rt 


图 1.5 一 维 海水 密度 确定 问题 示意 图 


假定 海洋 模型 为 可 压 无 粘 层 状 流体 ,其 声波 在 海水 中 的 传 波 
满足 下 列 方程 : 


t p dz 
O<r<H, t>0) (1.37) 
ðt or 


其 中 pa) 为 压力 ,u(x,t) 为 海水 的 粒子 速度 ,p(z) 为 海水 密 
度 ,c(p) 为 绝对 声速 ,p 与 c 之 间 有 如 下 关系 ， 


c= VPR (1. 38) 
其 中 为 已 知 的 海水 可 于 系数 , 且 为 常数 。 
初始 条 件 ， u(r,0)—0, p(x,0)=0 (1. 39) 
边界 条 件 ， u(H,t) 一 0， pO =f) (1. 40) 


其 中 f(z) 为 声 脉 串 函数 。 
由 方程 式 (1. 37) 及 初 边 值 条 件 (1. 39)、(1. 40) 构成 了 偏 微分 
方程 组 的 正 问题 ,车 Cn) 未 知 , 则 还 必须 附加 一 个 条 件 才能 确定 
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pG.D.uG,o0 和 ApCz)。 对 于 这 一 模型 的 附加 条 件 可 提 为 
9P| oy) (1. 41) 


9x|s-0 
这 条 件 意味 着 在 海面 上 需要 记录 下 压力 梯度 随时 间 的 变化 情 
况 , 此 量 可 通过 在 海面 上 的 声波 检测 器 测量 得 到 。 
例 6 动脉 硬化 位 置 的 确定 问题 。 
血液 在 动脉 内 流动 可 简化 成 一 维 的 流体 模型 ( 见 图 1. 6) 


3! p, 9! f, 
oD 人 = (1. 42) 


其 中 p 为 血液 密度 ,一 般 可 设 为 常数 ,p, 表示 由 于 心脏 压缩 而 产生 
的 过 压力 , 即 p= p — pobo 为 静 压 力 ,D 为 膨胀 率 ( 即 单位 过 压 
而 引起 的 血管 横断 面 面 积 的 相对 增加 量 D= A E 为 血管 横 
断面 面积 ) .已 知 p 在 三 个 不 同 点 随时 间 t 的 变化 规律 ,正常 情况 
下 , 它 为 常数 值 , 当 在 某 一 点 处 发 生硬 化 时 ,膨胀 率 就 发 生变 化 ,从 
而 根据 D(x) 在 三 个 点 之 间 的 变化 情况 ,推断 出 动脉 硬化 的 位 置 。 


图 1.6 动脉 硬化 位 置 的 确定 问题 示意 图 
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这 时 逆 问 题 的 提 法 为 :以 上 述 血液 流体 控制 方程 式 (1. 42) 和 
下 列 边界 条 件 .初始 条 件 和 附加 条 件 来 确定 DG. 


初始 条 件 : beO, = fA), pll,t) =g) (1.43) 
BXAH. — po, COO 为 已 知 函数 (1.44) 
附加 条 件 : = h(t) (1. 45) 


例 7 外 形 设计 中 的 逆 间 题 。 . 

在 航空 发 动机 的 压气 机 和 涡轮 的 研究 设计 中 ,器 音速 叶 型 型 
线 的 设计 是 一 项 极其 重要 的 工作 .从 气动 观点 来 看 ,自然 合理 的 叶 
栅 设 计 应 当 是 根据 给 定 的 流体 速度 在 叶 型 上 按 坐 标的 分 布 情 况 来 
确定 其 叶 栅 的 形状 .由 于 叶 栅 的 型 线 正 是 流 场 的 边界 ,该 流 场 满足 
流体 力学 方程 组 ,因而 该 问题 属于 确定 偏 微分 方程 的 边界 道 问题 ， 
即 所 谓 的 几何 反问 题 。 

平面 叶 栅 无 粘性 常 比 热 完 全 气体 的 相对 定常 等 能 等 粹 流动 的 
流体 满足 下 列 流体 力学 方程 组 ， 


连续 方程 ; ERE: 十 25 =0 (1. 46) 
无 旋 方 程 ; 32-3570 (1.47) 
能 量 方 程 。 "UI... P2. tl qa 
过 程 方程 ， EET (1.49) 


Rpa., 为 临界 音速 ,q = " 表示 为 流体 在 点 (z,y) 处 的 流速 ， 
记 为 流体 压力 ,p 为 流体 密度 ,7 为 已 知 常数 .示意 图 见 图 1. 7。 
确定 叶 机 形状 的 条 件 有 ， 
(1) 在 进 气 口 (x — 0) 上 给 定 洁 止 压力 p。, 进 气 角 B. 
(2) 在 叶片 吸力 面 3 s4' 上 给 定 流 线 条 件 pa 二 0 及 速度 分 


布 gm 一 w.(z). 应 当 注意 到 ,吸力 面 3's4' 的 几何 位 置 是 未 知 的 ， 
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(3) 给 定 叶 片 的 厚度 分 布 , 即 已 知 
=6r), LreLl, (1. 50) 
(4) 在 叶片 吸力 面 5p6 上 给 定 流 线 条 件 及 流量 条 件 
P =G (1.51) 
其 中 G 为 通过 叶 栅 的 总 流量 。 
(5) 在 出 气 口 (x = L) 上 已 知 出 气 角 bae 
(6) 周期 性 条 件 在 1'3' 31 及 422' 4' 区 域 中 满足 
q(x,y 十 1) = g(x,y) (1. 52) 
prsyt+t) = yr,y) +G (1. 53) 
其 中 : ADEBIIUISREE, 


图 1.7 问题 的 求解 区 域 


例 8 结构 故障 诊断 问题 。 

参数 识别 是 结构 动力 学 中 的 一 个 重要 研究 课题 , 它 利用 结构 
的 试验 数据 或 机 器 的 在 线 测量 信号 来 确定 已 知 模型 的 某 些 参数 ， 
通过 对 某 些 结构 参数 的 识别 达到 故障 诊断 的 目的 。 

例如 ,为 了 防止 飞机 发 动机 轴 因 磨损 而 发 生 疲劳 或 断裂 ,需要 
对 其 主轴 的 刚度 进行 不 断 地 测量 ,但 是 直接 测量 主轴 的 刚度 ,特别 
是 在 发 动机 工作 时 ,是 不 容易 或 不 可 能 测 到 的 。 为 此 人 们 引入 与 刚 
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E 有 关 的 振动 念 微分 方程 ,并 利用 测量 振动 的 某 些 响应 达到 推算 
刚度 的 目的 。 

考虑 一 无 阻尼 , 某 一 端 固定 , 另 一 端 固定 在 运动 规律 为 Sa) 
的 刚体 上 ,轴承 的 振动 属于 一 维 梁 的 振动 模型 ,其 横向 振动 满足 下 
列 Euler—Bernoulli 方程 ( 见 图 1.8): 


图 1.8 轴承 故障 诊断 的 振动 模型 示意 图 


39'|,, . 9? PE 
j| uo mc TÉ Oscrsi, t290(1.54) 
初始 条 件 ; u(z,0) = 0, Žulz,0) =0 - (1.55) 
边界 条 件 ; u(0,2) = 0, 5:40, =0 (1. 56a) 
3 , 
uD = fO, Sul =0 (1. 565) 


EP RC) = EGOIG) EG) 为 弹性 模 量 ,T(z) 是 工 处 截面 关于 
轴 的 二 次 距 ,m(z) 为 轴 的 质量 分 布 函数 ， 

边界 条 件 (1. 56a) 为 固定 支点 ,边界 条 件 (1.566) 为 滑动 支 
点 .为 了 识别 结构 参数 &(z)， 须 增加 一 个 附加 条 件 ( 测 量 数 据 ) 。 例 
如 这 个 附加 条 件 为 

u(r,,t) = g(t) (1. 57) 

其 中 之 , 为 测量 点 的 坐标 。 

AI 传 热 系数 革 比 热 系数 的 测定 。 

在 传 热 学 中 ,测定 新 型 非 均 匀 材 料 的 传 热 系数 与 比 热 系数 是 
一 项 非常 重要 的 工作 ,一 维 热传导 方程 为 


第 一 章 绪 论 19 


» OKT1 (1.58) 


Ju 9 Ju 
p(z)cCz) $* = ALIOS 2s 
其 中 ulz) 为 温度 分 布 ,k(x) 为 传 热 系数 ,c(z) 为 比 热 系 数 ， 


P(X) 为 密度 系数 这 三 个 量 中 eoo 通常 是 已 知 的 。 
热传导 方程 所 要 满足 的 定 解 条 件 为 


初始 条 件 ， u(r,0)=0, Oxrxl (1. 59) 
边界 条 件 : u(0,t) = UG, — u(1,0 —U,Q) (1. 60) 
为 了 确定 &(z) 5 cGO ,我 们 可 以 引入 附加 条 件 
Ju Ju 
kx)27 271" 到 | 7 0 (1. 61) 


第 一 个 附加 条 件 ,意味 着 由 一 个 端点 = 0 流入 的 热量 qg X 
已 知 ,第 二 个 附加 条 件 意味 着 另 一 个 端点 x = 1 处 无 热 交 换 。 


2.1 不 适 定 问题 的 正则 化 方法 


2.1.1 正则 化 方法 的 概念 


对 于 算 子 方程 
Az =u (2. 1) 
其 中 zu 分别 属 于 FU 度量 空间 。 
如 果 算 子 4 是 正则 的 , 即 4 有 有 界 的 连续 的 逆 算 子 4"!, 则 方 
程 有 唯一 解 
| z = A'u (2. 2) 
但 在 实际 中 , 非 正则 的 算 子 更 常见 .例如 ,在 偏 微 分 方程 中 的 
逆 ( 反 ) 问题 ,我 们 主要 过 到 的 就 是 这 样 的 算 子 .Tikhonov 提出 的 
正则 化 方法 为 解决 这 类 非 正 则 算 子 的 求 道 问题 提供 了 有 效 途径 。 
我 们 知道 ,对 于 偏 微分 算 子 方程 Az — w, 通 常 都 是 在 某 个 适 
当 的 Banach 空间 (或 Hilbert 空间 或 Sobolev 空间 )H PRHA z 
的 .而 求 弱 解 往往 可 以 归结 为 求 某 个 泛 函 0(z) 的 极 值 ( 警 如 说 最 
/MBD 点 x, 即 成 为 一 个 变 分 问题 ; 求 2 € HH, 使 得 
minQ(z) = Az) (2. 3) 


这 样 求 得 的 =, 我 们 可 以 把 它 看 成 是 某 个 算 子 R 作用 于 已 知 右 端 z 
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的 结果 。 对 于 已 知 依赖 关系 :z = R(w) ,我 们 希望 它 是 正则 的 ,但 
是 ,由 于 不 适 定性 ,这 一 点 一 般 不 能 保证 ,从 而 z — Ru) 也 不 能 作 
为 算 子 方程 Az = u 的 近似 解 .为 克服 这 些 缺 陷 , 必 须 附 加 一 些 条 
件 , 才 能 使 得 算 子 R 是 正则 的 ,这 种 求 算 子 方程 Ar = u 的 方法 就 
称 为 正则 化 方法 .至 于 具体 的 正则 化 的 办 法 则 是 多 样 的 ,我 们 这 里 
主要 就 一 种 被 称 为 是 变 分 法 的 方法 加 以 介绍 。 

以 下 总 是 假定 FU 为 度量 空间 , 算 子 4;F 一 U,Az =u hð 
AFA ', 但 其 在 AF 上 不 连续 (从 而 不 稳定 ), 并 且 可 能 解 集 F 也 
不 是 紧 集 .因此 ,尽管 u, € U 与 精确 的 右 端 w; 偏差 不 大 于 5, 即 

Po Go up) SÒ (2. 4) 
但 是 
Or (zaszr) = oy CA uu, A lug) (2. 5) 
却 不 一 定 很 小 ,这 与 它 作为 近似 解 的 意义 是 相悖 的 。 

借助 于 与 参数 8 有 关 的 算 子 R Cu 0) 来 确定 =,, 使 此 参数 按 原 
” 始 元 察 us 来 确定 , 且 应 当 8->0( 即 wy 一 wuz 或 pu (ussur) > 0) 时 ， 
za 9 zr, B) pe (zi,zr) 一 0, 为 此 给 出 以 下 定义 ， 

定义 1 若 算 子 R(u,6):U 一 F 具 有 下 述 性 质 , 则 称 RCu,6) 
f£ u = ur 的 6 邻 域 中 对 于 方程 Az = u 是 正则 算 子 。 

(OD FE ô, > 0, 使 得 RCu,6) 在 ur TU 内 的 每 一 个 :0 
S0 x 0, 邻 域内 都 有 定义 。 

(2) V € 0, fF EO  Ó, — D, (e ur) 0, E oo lussur) < 
9 x 9, , f OR pru zr) & €, RF z = R(u5,80), 

注 ”在 此 定义 中 未 假定 RGo9) 是 单 值 的 , 用 zs do 
{R(u,6)}) 中 的 任意 一 个 元 素 。 

定义 2 若 依 赖 于 参数 a 的 算 子 R(G, 有 具有 下 述 性 质 , 则 称 
R(u,a) HE u = uz 的 邻 域 中 对 于 算 子 方程 hz =u 是 正则 的 
算 子 。 

(OD 存在 9 > 0, 对 于 V a> 0 使 R(u,a) 在 uz 的 含 于 如 内 的 
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任意 的 $:;0 委 9 委 0 邻 域内 都 有 定义 。 

(2) 存在 关于 565 的 函数 a = 二 cx(6), 对 Ye>0, 存 在 6(e) 委 9 使 
Pu Qa ur) X C), (us € U) TR Or lzaszr) SE, HEP za = R lus, 
a(8)), | 

ko 显然 ,定义 2 包含 了 定义 1。 

REX Ë pulussur) <, WA UR z. = R Gs 0 作为 具有 近 
似 右 端 m 的 方程 4z = us 的 近似 解 ,元 素 z. 是 由 正则 算 子 Ruya) 
得 到 的 , 式 中 « = aru) 由 原始 元 素 u 及 其 误差 确定 .这 个 解 称 
之 为 方程 hz = u 的 正则 解 ,数值 参数 a 被 称 为 正则 参数 。 

由 正则 算 子 得 到 近 以 解 的 方法 称 为 正则 化 方法 。 

由 于 正则 化 参数 a 的 选 法 不 同 , 这 样 得 到 的 正则 算 子 RCu,a) 
会 有 很 多 .其 中 那些 关于 w 是 连续 的 算 子玉 (u,a) 必 是 方程 Az = zx 
的 正则 算 子 , 即 

定理 1 令 A:F 一 U,R(u,a) 是 对 U 当中 所 有 的 元 素 妈 和 任 
XB ac 0 都 有 定义 的 ,关于 w 连续 的 U 到 下 HAF. 若 对 任意 的 
< 所 下 ,有 

pou =z (2.6) 

WR T Rua) 就 是 方程 hz = x 的 正则 算 子 。 

证 明 ”此 处 只 要 说 明 算 子玉 (wu,a) 具有 定义 2 的 性 质 即 可 ， 

设 zr 与 ur 是 下 和 U 中 的 两 个 固定 元 素 ,zr € F,€ U, Az, 
= ur, 是 固定 的 正 数 ,对 任何 一 个 元 素 u €. U, (E 


Pu Gia ur) S ê (2. 7) 
就 有 
ge CR (u, 0), zr) <x Pr (UGG a) R(ur ,a)) 十 gr CR lusa), zr) 
(2. €) 


因为 算 子 Rs) 对 w 在 元 素 ur 处 是 连续 的 , 则 对 充分 小 的 
ô 0(0 x e) 可 以 由 不 等 式 


第 二 章 “基础 知识 23 


Pu Cus ur) EH (2. 9) 
得 出 不 等 式 
ge GR (u, ,a) , RCuz ,a)) & wl6) (2. 10) 
式 中 , 当 9 一 0 时 w(6) -> 0, 
因为 
limRCAz; ,a) 一 limR Cur ,a) = zr (2. 11) 


故 对 所 有 的 6 > 0 均 存在 这 样 的 «= a1(6,z7), 使 得 当 a 二 a 时， 
有 
pe GR Gur ,0) ,z4) S wl) (2.12) 
由 不 等 式 (2.8) (2. 100 和 (2. 12) 可 得 出 ,对 Y 0 «CO, fla «c o, 都 
成 立 不 等 式 l 
Pr CR Gu, ,a) ,z5) 208) (2.13) 
因为 6 一 0 时 w(6) — 0, 所 以 对 一 切 e - 0, 可 以 指出 这 样 的 
8c) BE Xf 0 «c AE «C0, 5j a — a (10,21) RT AER 2.9) 与 
(2.132 得 出 不 等 式 
eeCR Qus ,a) ,z1) X € (2. 14) 
定理 得 证 。 
WO 若 尽 对 zx 连续 , 则 当 “ 与 ?相符 时 ,它们 就 决定 了 求 近似 
解 的 稳定 方法 。 


2.1.2 正则 算 子 的 构成 


设 方程 Az = ur 有 唯一 解 zr,A:F 一 U, 

iQ Qi = {2 € Flos CAz ua) < Ò, po su.) 0) HE Az = 
us 的 近似 解 应 在 Qs 之 内 ,我 们 把 Q; 称 之 为 方程 hz = ww 的 可 能 解 
集 。 由 于 问题 的 不 适 定性 , 即 方程 的 解 z 对 6 的 不 连续 性 ,我 们 不 
能 把 Q, 中 的 任意 一 个 元 素 o 作为 方程 4z = ur 的 近似 解 .我 们 必 
须 设法 选 出 Q 中 的 那些 连续 依赖 于 0 的 元 素 作为 近似 解 ,为 此 引 
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入 稳定 泛 函 的 概念 。 

定义 3 ”把 满足 下 列 三 个 条 件 的 非 负 连续 泛 函 OG) 称 为 稳 
SEE ER 

(1) 0(z) 定义 于 F 中 稠密 子 集 F, E; 

(2) zr € Fi; 

(3) Vd 0,fíz € F,IQGO S d) EF PR. 

E Fia = Q, f Fi, 于 是 ACz) 在 Fi. 上 有 定义 。 我 们 在 该 集中 
SORTE B OG) 极 小 化 的 这 种 ( 些 ) SEX LUE zs 为 这 种 元 素 ,可 以 
把 它 看 成 某 个 与 有 关 的 算 子玉 作用 于 方程 式 Ar = wus 的 结果 . 即 
za = RGy 0) ,对 于 算 子 下 有 下 列 结论 ， 

定理 2 ” 算 子 RK(u,6) 是 Az = u 的 正则 算 子 , 因 而 可 以 取 元 
L3 Za 一 RG,,0) 作为 Az = us 的 近似 解 。 

证 明 ”分 两 步 (1) 证 明 算 子玉 (wx,6) 对 所 有 的 6 > 0 和 满足 


Po Ga ur) < à (2. 15) 
的 wu 都 有 定义 。 
因为 QC 是 非 负 泛 函 , 故 存在 它 的 下 确 界 
inf 06 = h (2. 16) 
Biz.) 为 GO 的 极 小 化 序列 , 即 
limQ,) = (2. 17) 
不 失 一 般 性 ,可 以 认为 对 所 有 的 n >> 1, 有 
QG,) ENz 0) ES x) (2.18) 
于 是 ,序列 {*.} 中 一 定 存在 收敛 的 子 序列 {z,,}), 设 
limz,, =z; (2. 19) 


由 于 在 F EEA en) HARE ATR € F, REFE A) 
在 Ze 有 定义 。 
BREZE 0(z) 在 元 素 z, 上 的 连续 性 
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lim2(z,) = Dj) (2. 20) 
koo 
limA2(z, ) = £2, (2. 21) 
EE 
则 有 
f(z) = M 一 inf f) (2. 22) 
OE 


这 样 证 明了 算 子 RGo,9) 满足 正则 算 子 定义 的 性 质 1 。 

(2) Rð) 关于 正则 算 子 定义 的 性 质 2 正确 性 。 

因为 元 素 z 使 得 集合 Fi 上 的 泛 函 8(z) 极 小 化 和 ze € Fia 
则 显然 有 


2 QGD S Gr) (2. 23) 
这 样 元 素 x 就 属于 F, 内 的 紧 集 
Fy = (zlA(2) x 4)) (2. 24) 


B UO.) 为 收敛 于 零 的 正 数 数列 ,{zx} 是 由 满足 ou lu,ws) < ô, 

HIIR (u) 所 构成 序列 ,对 每 个 9. 所 确定 的 可 能 解 集 记 为 Qo F 

Fa SQ QF (2. 25) 

根据 以 上 的 证 明 可 知 ,在 每 个 集合 F,。 上 都 有 使 泛 函 2(z) 在 

其 上 达到 极 小 的 元 素 zx。,。 于 是 对 应 于 数列 {5.) 的 序列 {zs* } 属于 在 

F, 上 的 紧 集 Fz。 因而 ,由 {zs,) 中 按 在 F 空间 的 度量 意义 下 可 选 出 
收 合 的 于 序列 {zs ). 令 


, z= limz, (2. 26) 
因为 = € Fa C Qu ,所 以 对 每 个 元 素 <a 子 序列 满足 不 等 式 
pu CAzs, sus, ) S Ôn, (2. 27) 
令 必 一 co 利用 算 子 4 的 连续 性 ,得 
Pu CAÀz ur) = 0 (2. 28) 


因而 ,4z = wr。 由 于 当 右 端 w = ur 时 的 方程 式 Ar 一 * 的 解 是 唯一 
的 , 故 有 zz = zr, Mili 
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limz, — zr (2. 29) 


E 
^ 


于 是 Rud) 作为 正则 算 子 定义 的 性 质 2 也 正确 。 

注 1 若 4z 一 邮 的 解 不 叭 一, 仍 可 用 上 述 方法 建立 正则 算 子 
RG,0) ,这 样 得 到 的 收敛 子 序列 z， 将 收敛 于 解 集中 的 某 一 个 , 且 
不 同 的 收敛 子 序列 可 能 将 收敛 于 不 同 的 解 。 

注 2 我们 通过 稳定 泛 函 适当 缩小 可 能 解 集 后 ,使 得 所 求 出 
的 正则 解 具 有 稳定 性 ,这 也 正 是 0(z) 的 名 称 的 由 来 。 

车 N, = inf QG),M, = (x € F110(z) = 0,) , 则 它们 之 间 有 
两 种 情形 ， 

(1) M, N Fs x. 

(2) M, (1 Fs x OD. 

在 第 一 种 情形 下 , 任 取 z € M, 作为 Az = us 的 稳定 近似 解 即 
可 ;在 第 二 种 情形 下 , 若 OG 为 拟 单 调 的 ( 即 如 果 对 F, 中 的 任意 
一 个 不 属于 集合 M 的 元 素 z。, 在 它 的 任何 邻 域内 均 存 在 F, 中 的 
TR z,, 使 得 Ae) H(z0)) ,NM ACz) 的 下 界 在 使 pu( Az, ,us) = 
的 元 素 zs 上 达到 .这 样 , 求 9(z) 的 最 小 值 问题 就 变 成 下 列 条 件 
极 值 问题 : 


lim0(z) (2. 30) 

满足 条 件 
Pu CAz,u,) = ô ” (2.31) 
H Lagrange 乘 数 法 解决 上 述 条 件 极 值 问题 , 即 在 下 ， ERZA 
M'[z,u4] = ob CAz u) + af(z) (2. 32) 


的 极 小 值 , 式 中 数值 参数 a 由 Azru) = 8 确定 , H z. 是 使 
Mr"[x,ws] 达 到 其 下 界 的 元 素 1z, = R Gn 0) ,其 中 a 二 a8) 根据 误 
差 确定 ,此 时 z 可 作为 hz = wu 的 近似 解 。 

稳定 泛 函 Q(z) 的 选择 常常 是 根据 算 子 4 的 具体 特性 而 定 ,并 
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且 在 许多 情况 下 , 它 的 选择 不 是 唯一 的 。 

RZE Meus] 称 为 展开 泛 函 ，。 | 

显然 ,借助 于 求 展 开 泛 函 M'[z,usj 极 小 值 而 后 构成 Az = us 
的 正则 算 子 ,此 时 ,参数 a 由 条 件 pu(Az。,us) = 6 根据 误差 确定 。 
这 与 通过 在 使 pu(Az,u) SERLE MES ERZAN) 
的 极 小 值 的 方法 相当 。 然 而 ,前 者 可 以 取得 更 广泛 类 别 的 正则 
算 子 。 

定理 3 ” 设 4;F 一 U 连续 , 则 对 YuEU 及 VY a 之 0 部 存在 
z. € F, C F(CF, fg F RAR), (EIR A M leus] = ob CAz uj) + 
aQ2(z) 在 z. 达 到 其 下 界 , 即 


inf M'[z,u] = M'z..u] (2. 33) 
证 明 因为 对 VzE€ FM Z0, BC WE mM a] =M" 


是 存在 的 , 设 {z) C F, 是 一 个 极 小 化 序列 ,使 imM: = M;, 其 中 
M: = Mziu] HT RKE 
* 
Mi,zMix:exM (2. 34) 
此 时 对 Vw 和 Va> 0, 有 


Gs im; =Q (2. 35) 


TR (2i € F,10(z:) « Q) IR F, PE s t] do oic At 
T€ F, 的 子 序列 {z: } 。 利 用 算 子 A 的 连续 性 


inf M'[z ,u] = limM'[2:,4] 
= lim M'[2; ,u] 
一 lim (po CAz;, su) T af, )} 
= pb (Azau) + a((z,) (2. 36) 
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于 是 定理 得 到 证 明 。 

注 ” 若 算 子 4 是 线性 的 ,F 是 Hilbert 空间 且 QG) 为 二 次 稳 
定 泛 函 , 则 元 素 x, 是 唯一 的 ,而 对 非 线性 算 子 来 说 ,z, 可 能 是 不 只 
一 的 。 

定理 4 $z, = R (u,a) N] R u,a) 是 方程 Az = u 的 正则 
HT EFR u,a) 是 由 展开 泛 函 确定 的 算 子 。 

该 定理 的 证 明 与 定理 2 的 证 明 相 类 似 ,这 里 从 略 。 


2.1.3 PEZA 


上 面 已 对 正则 算 子 的 构成 作 了 介绍 ,并 且 可 知 在 构成 展开 泛 
函 时 ,需要 给 定 一 个 稳定 泛 函 。 这 里 将 讨论 该 稳定 泛 函 的 具体 
设 度量 空间 F 中 子 集 瑟 允许 以 更 强 的 度量 进行 度量 化 , 即 
Vz,zOoócF,ftü 
Pr Cisza) & ez, sz) (2. 37) 
HS (zpoCzz) <d) (以 F 的 度量 ) 在 F 内 致密 , 则 合理 3 是 正 
确 的 . 即 存在 zx, E 多 ,使 得 
infM'Le us] = £i CAz,u,) 十 aD(z) = Mi[z,,u] — (2.38) 
其 中 们 (z) = pelz,0) FR ÜI H, Æ P PK Az = 的 精确 解 , 则 对 
Va20.u EU 给 出 使 上 述 展开 泛 函 M [eu] EERTE z. W 
算 子 R,(u,a) 便 是 正则 算 子 。 
下 面 针对 不 同 的 度量 给 出 具体 的 稳定 泛 函 Ne). 
例 1 F= C[a, b] RE REN 
P Gem) = sup Iz) — G)| (2. 39) 
此 时 可 取 O = C![a,6] 的 度量 为 
Bo (z,,2,) = Sup lza = 2] + fz’ —z1) (2.40 


第 二 章 ”基础 知识 29 


由 Arzela 定理 知 , 对 VY {z.} eG zi) S ds AA xu) 一 致 收 
AF zo E€ 下 ,从 而 {zipelz,zo) x: d) 在 C = F RAAE. 
例 2 F—C[a,5]. EE 
Pr (ziyzz) = Sup. [ei Go) — zy(x)| (2. 41) 


R4 — Wi[a,b](obolev 空间 ) 的 度量 为 


sp d'zi? T 
pez, m) = [Deos] dz} (2. 42) 


其 中 z ==z 0—25q4.G),41G2,.q4; G0, sg GO 为 给 定 的 非 负 连 续 
KA, Hga 2 0。 
众所周知 ,对 Y p 之 15, Wi[a.5] X Hilbert 空间 ,其 中 的 球体 
{z]plz,zo) « d) 在 C 内 致密 ,因此 在 Wf[a,5] 内 求 Az =u HE 
则 解 时 ,定理 3、 定 理 4 均 成 立 , 此 时 取 
0 b P d'z 2 
(e) =f 2 es] dz (2. 43) 
我 们 把 式 (2.43) 所 定义 的 稳定 泛 函 称 为 p 阶 稳定 子 ( 或 
Tikhonov 稳定 子 )。 


Fal) 为 常数 , 则 上 式 称 为 有 常 系数 的 p 阶 稳定 子 。 
813 类 似 地 F =C), C R", 距 离 为 


Pr (ziz) = sup |z, (x) 一 z: (x)| (2. 44) 
k 6 — WA) 及 度量 为 
1 
pe(ziyzz) = (f 25 ID'z l'dx)* (2. 45) 
e| m 
或 者 ,根据 Poincare 不 等 式 , 取 
1 
Pe (2, ,2;) = (f 5 |D'z |'dx]* (2.46) 
lal=m 


HP z = z (x) — z,(x)。 
这 样 所 定义 的 稳定 泛 函 为 更 一 般 的 m 阶 稳定 子 , 它 是 上 例 É 
阶 稳定 子 在 n 维 空间 上 的 一 般 形式 。 
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2.1.4 算 子 方程 的 拟 解 与 正则 解 


一 般 来 说 , 算 子 方程 Az =ulu eU, € F,U.\F 为 度量 空 
间 ) 的 解 应 在 算 子 4 的 定义 域 M 内 找 出 ,使 得 z = A 'u, 但 在 实际 
问题 中 ,方程 的 右 端 常用 我 们 已 知 的 近似 值 u 来 代替 ,此 近似 值 可 
能 不 属于 集合 N = AM ,在 此 情况 下 算 子 4 'u 无 定义 ,从 而 近似 
解 也 不 能 用 z = 4 'u 得 到 ,为 排除 右 端 u 不 精确 时 方程 4z = x 无 
解 的 困境 ,lvanov 提出 了 拟 解 的 概念 , 即 
定义 4 ”对 于 给 定 的 4, 在 集合 上 使 得 泛 函 oo (4z,z) 取 极 小 
HER z € M 被 称 为 方程 hz =u EM 上 的 拟 解 
pu(Az,u) = inf pu Az,u) (2. 47) 
显然 ,者 M 为 紧 集 , 则 对 VY u € U 算 子 方程 4z = 都 有 拟 解 ; 
此 外 ,车 u € AM, 则 拟 解 z 与 算 子 方程 4z =w 的 普通 (精确 ) 解 相 
一 致 。 
$3:X y 和 集合 Q 属于 U, 集 合 Q 的 元 素 9 如 果 满 足 
eo (yq) = pyCy,Q) = infos Cy ,h) (2. 48) 
WERTE y 在 Q 上 的 投影 g = Py. . 
定理 $ ENEA A =u 在 紧 集 M 上 有 不 多 于 一 个 的 解 和 
对 每 一 个 元 素 u € U 在 集合 N — AM 上 的 投影 是 唯一 的 , 则 方程 
Az = u 的 拟 解 是 唯一 的 , 且 拟 解 连 续 依 赖 于 右 端 项 u。 
证 明令 z 为 拟 解 , 且 4z = ,最 然 # 是 u 对 集合 N = AM 
的 投影 ,按照 定理 的 条 件 , 它 是 被 单 值 确定 出 来 的 ,由 此 可 见 , 因 为 
集合 M 到 集合 N 上 的 映 象 互 为 单 值 , 故 拟 解 是 唯一 的 。 
明显 地 ,= = 4 u= 4 5Puw。 根 据 有 关 紧 集 逆 映 象 连续 的 引 
理 , 逆 算 子 4 :在 N 上 是 连续 的 ,又 投影 算 子 尸 对， 是 连续 的 ,所 
以 4 CP 是 对 w 连续 的 算 子 , 因 而 拟 解 z 是 连续 依赖 于 右 端 w 的 ， 
注 ”使 用 了 拟 解 后 ,问题 就 具有 了 稳定 性 ,车 方 程 Az = uh 
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解 的 唯一 性 不 定 , 则 拟 解 构成 紧 集 M 中 的 一 个 子 集 ,此 时 定理 就 
变 成 多 值 映 象 的 情况 ,在 多 值 映 象 情况 下 定理 的 论点 仍然 成 立 。 

对 于 4 为 线性 算 子 时 , 易 得 以 下 定理 : 

定理 6 设 方程 式 Az 一 “是 线性 的 , 齐 次 方程 4z = 0 DUREE 
解 , 集 M 是 凸 集 , 空 间 U 是 严格 凸 空间 , 则 方程 hz — u EREM 
上 的 拟 解 就 是 唯一 的 ,并 连续 依赖 于 右 端 4。 

设 F 及 U 为 Hilbert 空间 .M = S, = {z| || z | SR), A;F— 
U 为 全 连续 算 子 ,此 时 A ADS F 一 下 的 自 共 轮 正 全 连续 算 子 ,其 
拟 解 可 以 按照 4" A 的 全 系 特征 元 素 ( 函 数 ,向 量 ) 的 标准 正 交 系 
9.) 的 级 数 形式 给 出 . 设 {%.) Xp AT A 的 特征 值 的 对 应 于 {g,) 的 全 
系 特征 值 :之 入 之 … 之 之 …。 此 时 元 素 A'u 可 以 用 下 列 级 数 
形式 给 出 : 


A'u= 07 (2. 49) 
在 此 条 件 下 如 下 定理 成 立 ， 
定理 7 方程 hz = 在 集 Se 上 的 拟 解 有 如 下 形式 ， 
z= D e. D< (2. 50) 
而 如 果 
> b LR (2.51) 
Au 
- z b, l 
z= 之 Pri (2. 52) 
式 中 B 为 下 列 方程 的 根 . 
- i 
2 TR (2. 53) 


设 方程 4z =w 是 F 一 UU 的 线性 算 子 ,其 值 域 RCA) 在 U "FH 
密 , 逆 算 子 4! 存在 ,但 不 连续 。 
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ik OG) 定义 在 F 中 稠密 子 集 F, 上 且 满 足下 列 条 件 的 连续 非 
fami B: l 

(OD AW) = 0; 

(2) 34 F, 中 所 有 的 固定 元 素 z(z> 尖 0),8(6) = OX) 是 变量 
的 严格 增 函 数 , 且 ,im 9x9 =+ œ; 

(3) 对 所 有 的 4 20,886 F1 = {z|z € F,,QGO Sd) 紧 致 。 

显然 2(z) 是 方程 4z = u 的 稳定 泛 函 , 且 

F,-UF (2.54) 


我 们 指出 » mien aco = [co T) dz 具有 上 


Br ERREF ETER Ar = u KWM, BI e E RRF 上 
泛 函 ‖ Az — u f? 极 小 化 的 元 素 , 则 AG) = 4d ,因此 当 给 定 d > 
0 时 , 求 紧 集 FE: 上 方程 式 4z = 的 拟 解 z 的 问题 便 归结 为 在 条 件 
”Q(z) — d FoEiE RR 


pu (Azu) = || Az — u ||* (2.55) 
的 极 小 值 ,或 归结 为 求 下 列 泛 函 的 无 条 件 极 小 值 ; 
M'[z,u] = pu CAz,u) 十 aD(z) (2. 56) 


RER xs 使 泛 函 M'[z,u] 极 小 化 , 则 显然 它 是 紧 集 Fi 上 的 方 
E Az = u 的 正则 解 .这 样 , 拟 解 就 是 正则 解 .把 zs 代入 方程 4z = 
u FRE pu(Az,,u) = 6.。 

三 个 数值 参数 4、a 和 0. 以 下 列 两 个 关系 式 相 联 系 : 

Alz.) =d, py(Az,u) — à, (2. 57) 

任 给 其 中 一 个 , 便 可 以 由 这 两 个 关系 式 求 得 其 它 两 个 。 在 正则 
法 中 ,通常 给 定 的 是 参数 9.。 

车 d, <d, 时 Fs c Fi. F. = F, n Q 上 的 方程 Az = 


4 的 正则 解 属于 集合 F, = UF 
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可 见方 程式 Az = u 的 正则 近似 解 族 是 由 扩展 紧 集 Fi 族 上 的 
拟 解构 成 的 。 

我 们 知道 , 算 子 方程 hz = u 的 拟 解 可 用 级 数 来 表示 ,而 正则 
解 与 拟 解 之 间 有 着 上 述 的 关系 , 则 算 子 方程 的 正则 解 也 可 以 用 级 
数 形式 给 出 。 

设 F 及 U 为 Hilbert 空间 ,4;F — U 为 全 连续 算 子 ,F, CF 为 
T Hilbert FH, HRS {z €F, |l z] scd) 在 F 中 致密 , 故 可 取 
AG) 一 上 z| :为 稳定 子 . 于 是 展开 泛 函 有 下 列 形式 ; 

A'Az+az= A'u (2. 58) 

A'AJEB3ESERET.A" 为 4 的 共 斩 算 子 。 

WO) HERRAT A 4 对 应 于 特征 (2 } 的 全 部 特征 元 素 ， 


则 
A'u = SC (2.59) 
设 方程 4z = u 的 解 以 下 列 级 数 式 表示 
z= 3 . (2. 60) 
则 有 b, 一 i3. (2. 61) 
其 中 参数 a 按 误 差 确 定 。 


2.1.5 正则 参数 的 选取 


关于 正则 参数 “ 的 选取 问题 ,我 们 在 这 里 仅 对 用 变 分 法 所 得 . 
到 的 正则 算 子 R u,a) 加 以 讨论 。 

在 讨论 应 用 正则 方法 求解 算 子 方程 的 正则 解 时 ,作为 与 原始 
ws 的 误差 (pulus,ur) = 0) 有 关 的 函数 a = a(3),a 的 数值 是 很 难 
被 确定 的 .我 们 往往 只 知道 表示 原始 信息 的 不 确定 性 的 数 56, 我 们 
必须 在 允许 数值 中 ( 即 函 数 a = a(6) 当中 的 一 个 数值 , H RN — 
lua) 是 正则 算 子 ), 求 与 其 相对 应 的 正则 参数 a. 
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设 方程 hz = us 的 右 端 已 知 ,其 误差 为 8, 即 mxovar) <Ò, 
为 了 根据 误差 8 确定 a, 即 由 
pu Cus up) = Ó (2. 62) 
确定 ,我们 有 必要 讨论 一 下 所 需 条 件 。 

IEZ ER M'[x, uw]. ov! CAz 0 ACz) 作为 a 的 函数 分 别 记 作 
mla) Ka) (o) ,车 其 上 达到 infM"[z ;4j 的 元 素 集 合 F* = (z) Æ 
由 一 个 以 上 的 元 素 构成 时 , 则 gc 902) 就 是 多 值 函数 。 我 们 现在 
SEE DE m (0 pa) fl pla) 的 某 些 性 质 。 而 这 里 仅 讨论 它们 是 单 
值 函 数 的 情况 。 

5|381 函数 (a) eo 和 Yla) 是 单调 函数 ;mCa) 和 gla) 是 
非 降 函 数 ,而 yCa) 是 非 增 函数 。 

证 明 ita 过 as,9 = pb CAz, su) ,办 一 Alza) m; = M'i[2, , 
«JG = 12) EE 2, 为 集 F。 中 的 任 一 元 素 , 从 不 等 式 

m; = R Hap 2 9, tap Z2 9, tapi — m, (2.63) 
可 知 m(a) 是 单调 的 。 
其 次 ,由 
& t «^ X & T ag, (2. 64) 
P T 4, € 9 T ay, (2. 65) 
fi (a, 一 aJ. x (a, — 094. B8 Jj à, C a, Et Vi S i. B RR 
式 (2. 63) 可 得 p > 4。 引 理 得 证 。 

注 ”如 果 集 合 F" = {z,) 有 多 个 元 素 , 则 尽管 函数 m(a) 就 其 
”定义 而 言 是 单 值 的 ,而 函数 pCa) 和 yla) 都 可 以 是 多 值 的 ,这 是 因 
HEF E, som (a) = pa) + apla) 的 各 个 被 加 数 Co 和 ya) 可 
有 不 同 值 , 引 理 当中 的 唯一 性 是 指 这 些 函 数 的 任 一 数值 ， 

51322 设 正 数 序列 {o.} 收敛 于 a > 0, 而 {z。) 是 集合 FE“ 中 
的 相应 元 案 za 的 序列 。 若 序列 {z。 } 是 收敛 的 , 则 


limz, — z € Fn (2. 66) 
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证 明 RAZR M Ueu] R eM a EERE, 
lim Mz, ,u] = M^[z.u] (2. 67) 
BERE A Fe, 即 该 元 素 不 实现 泛 函 Me[z,z] 的 最 小 值 . 则 
存在 元 素 z, € F" ,使 得 
M^[zi,u]- M^[z.u]— B. 80 (2. 68) 
此 假定 将 导致 子 盾 ,因为 在 此 情况 下 ,有 
limM*e, su] = Molen u] = M%[Zsu] — Bp (2.69) 
从 而 存在 NCB), 使 得 对 所 有 的 过 N(B), 均 有 


Menu] < Mz] — È (2. 70) 
另 一 方面 ,从 M^. n] 的 定义 可 知 
Mz. u] > Mozu] È (2.71) 
因此 
M^, su] > Mo, su] (2. 72) 


这 与 x 为 M^ [eu] BBC MÉCIBOT ES , 故 引 理 结论 成 立 。 


引 理 3 ac OB BO n GO eG 和 Ya) 是 左 半 


和 右 半 连 续 的 。 

证 明 ”这 里 仅 以 函数 wa) 为 例 , 证 明 左 半 连 续 性 。 

Pla) 是 递增 的 收敛 于 wm 的 正 数列 ,使 泛 函 M" [n] BIO 
HEREA z) CF* 与 之 对 应 , 则 对 任意 的 e > 0, 存在 正 整 数 
Nin» N Blue, 属于 紧 集 {z10(z) « 0(z。 .ve> 00) .因此 可 


以 从 中 选 出 KATEA, ROEK (z) e Slime, = z。 根 据 上 述 
引 理 知 ,x € F^, FE 

Pu CAz, su) — pu (Az, st) Qi n-»ooBf) (2.73) 

按照 引 理 1 序列 {g(a,)} 是 不 减 的 。 它 收敛 到 某 个 数值 ,该 数 

恰 是 数值 集合 {8w) ) 的 下 确 界 .假若 不 是 如 此 , 则 存在 头 w) <p 
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所 以 对 足够 大 的 二, 可 以 找到 F^ 中 的 元 素 ze ,对 = 来 说 F(a) < 
9, 这 就 违背 了 函数 la) 的 单调 性 .由 此 可 见 , 原 序列 {z. } 的 任意 
FFA.) 所 对 应 的 子 序列 {g(a,)} 收敛 于 9. 这 就 意味 着 所 有 的 
TEX (9X2) 收敛 于 Bp, 于 是 pla) 的 左 连续 性 得 到 证 明 。 
推论 ”函数 m(a) 是 连续 非 降 函 数 。 
这 个 证 明 只 要 注意 到 m(a) = M'[z,,u] 的 定义 及 它 是 a 的 单 
值 函数 , 便 可 以 直接 得 到 结论 。 | 
引 理 4 若 AF 在 U 内 稠密 ,m(0) = 0, 则 当 a 一 0 时 ,m(a) 
— 0, 
XT Ka) RTE g0) = 0, 这 由 下 式 可 得 到 ， 
Ka) 十 apla) = m(a) > 0( 当 a 一 0 时 ) (2.74) 
由 所 列举 的 引 理 ,可 以 直接 得 到 下 边 的 定理 。 
定理 8 如 果 gka) 是 单 值 函数 , 则 对 每 个 小 于 pu (Azxo,u) 的 
正 数 9, 均 存在 这 样 一 种 a(6), 使 得 
PuCÁz au) = ò (2. 75) 
AP z E€ {z10(z) = inf 20), 


以 上 对 “的 存在 性 作 了 理论 探讨 ,在 具体 数值 计算 时 ,由 误差 
6 来 确定 o 的 方法 有 下 列 几 种 ， 
(1) 设 6 是 原始 资料 us 的 误差 , 取 单 调 趋 于 0 的 数列 {a,) 的 有 
限 个 数 a ,a ,a,,… ,a,,( 敬 如 等 比 数列 a = aog4 0,1,2, 7n, 
0 «4 DT 8T a KEZE MS [n os] 极 小 化 的 元 素 ( 函 
数 )z。 ,并 计算 误差 co(4z. ,us)。 取 满足 下 列 等 式 的 a, 作为 所 求 
的 a 值 ， 
Du CAz,, yu) = ó (2. 76) 
HER Ka) = pu(Az,wus) = 9 关于 “的 近似 解 也 可 以 用 
Newton 切线 法 求 得 .对 此 ,要 注意 到 eco) 为 非 降 .向 下 四 的 函数 。 
所 以 Newton 切线 法 在 任意 初始 近似 值 m > 0 的 情况 下 均 收敛 。 
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Newton 切线 法 所 必需 的 函数 pCa) 的 导数 用 正则 解 z, 对 变量 “的 


导数 y = 字 来 表示 。 


dga) _ dg dz. (2.77) 


da z, da 
其 中 4 -为 Pu CÁz, us) 对 z. 的 Fréchet 导数 。 
x za Æ K M'[z u,] 的 Euler 方程 
(A*A + aB)z = A'u (2.78) 
的 解 , 式 中 B= 0(z) RE GO 的 Fréchet 导数 ,对 变量 a 微分 ,由 
HERAA 十 aB)z, = A us f ye — SP 是 方程 式 
(A*A + aB)y — — aBz, (2. 79) 
的 解 , 这 个 方程 与 方程 式 (2. 78) 的 区 别 仅 在 于 右 端 。 
(2) E F, 中 求 满足 QC) < R 的 元 素 z, 使 


inf P6 CAz us) = À lAr. su) (2. 80) 


Alz )«n* 


此 时 正则 参数 a 可 由 条 件 0(z.) = R' 确定 ,此 方程 的 可 解 性 
与 pu(Azx,,u) = 9 的 可 解 性 可 以 类 似 地 证 明 。 

在 实际 计算 中 ,可 从 给 定 的 单调 下 降 数列 ONE 中选 
择 能 满足 0(z.) = R 的 a, 

车 采用 Newton 切线 法 求解 , 则 有 下 列 和 迭代 过 程 


Alz) —R! 
— de n —]1,2,3,:- (2. 81) 


Bal 


dz, 
其 中 为 初始 猜测 值 ,了 .x。, 分 别 由 式 (2.78)、(2.79) 确定 。 
(3) 假定 F 是 赋 范 空间 ,定义 
a, — inf sup ll (2. 82) 


REL TIC 


qu. 一 0, 一 
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AP sup 是 对 满足 不 等 式 Pu(wayxr) SO IJI f Az = wu 的 整个 
右 端 uw 来 取 的 .为 了 近似 求 得 @, 要 求 出 相应 于 大 量 的 可 能 的 右 端 
us 的 正则 解 z。。 我 们 常常 只 有 一 个 右 端 w, 此 时 我 们 只 能 求 出 


Ta (2. 83) 
F 


inf da 


在 此 必须 指出 函数 y, 一 «学 : 是 下 列 方程 式 的 解 ， 


(A*A + aB)y = A' Az, — A'u: (2. 84) 
(4). 定义 函数 
mo| Aca 5, As, 一 | 
v(a) 一 Pu CÀz, up (2. 85) 
RÜR « = a 使 得 
vla) = max v(a) (2. 86) 


需要 指出 的 是 ,这 里 给 出 的 四 种 确定 a 的 方法 都 是 针对 不 同 
的 实际 模型 而 得 到 的 .对 于 具体 遇 到 的 实际 模型 ,确定 “的 方法 不 
掏 泥 于 这 些 , 还 可 以 选择 其 它 方法 或 提出 另外 的 方法 .不 过 ,确定 
正则 参数 的 选择 方法 是 否 有 效 ,只 能 通过 数值 计算 才能 知道 。 


2.2 算 子 送 问题 的 摄 动 法 


本 节 将 讨论 下 列 算 子 方程 的 逆 问 是 
Lex) = g(x), xXENCR’ (2. 87) 
其 中 ?是 Hilbert 空间 更 中 的 元 素 , 忆 为 定义 在 o LER AUR 
Faa) 为 源 项 ,x € R^ 为 自 变量 。 
算 子 方程 的 正 问题 是 指 由 已 知 的 线性 有 界 算 子 上 和 源 项 
4(z)( 以 及 某 些 定 解 条 件 , 这 里 忽略 不 提 ) 来 确定 其 解 p(x) ,而 算 
子 方程 的 逆 间 题 一 般 有 两 类 ， 
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OD 算 子 识别 问题 , 即 由 已 知 源 项 q GO 和 关于 9 的 附加 条 件 
来 确定 算 子 L: 
(2) 源 项 识别 问题 , 即 由 已 知 算 子 过 和 关于 9Y 的 附加 条 件 来 确 
定 源 项 q(x)。 
关于 9 的 附加 条 件 一 般 是 更 上 的 一 个 线性 泛 函 ,由 Hilbert 空 
间 中 的 Riesz 定理 , 它 一 定 能 表示 成 内 积 形式 , 即 
LG = (pp) = | ppdr, PEEP (2.88) 


QJ pax), px) 的 定义 域 。 

通常 式 (2. 88) 可 以 认为 是 由 测量 仪器 测 得 ,而 p(x) 则 表示 
测量 仪器 的 某 些 特征 。 例 如 : 

DE) = 9Q — xil JG) = glx,), 即 gx) 在 一 系列 点 
x, 是 可 测量 得 到 。 | 

(2)p(x) = sino, * x, WJ, (p) = | eGosino, “xdx, 即 可 测量 
得 到 关于 oO 在 频率 o, 上 的 量 ,w, € R, 


2.2.1 算 子 识别 的 摄 动 法 


， 形 式 上 定义 非 齐 次 算 子 方程 
L' g; = p(x) (2. 89) 
为 式 (2. 87) 的 健 随 方程 , 而 式 (2. 87) 称 为 基本 方程 ,p(x) AR 
(2.88) 中 的 函数 ,px € S'HAN). 
由 伴随 算 子 的 性 质 
(Lgsh)= (g,L'h) VghES (2. 90) 
可 得 
(go LP = (eL'gj) 
应 用 式 (2. 87) 和 (2. 89) 得 
(P q) = pp) (2.91) 
即 l 
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JE ) = Ls GOqG)0dx = J,(9) 
这 说 明 : 
d) 基本 方程 与 伴随 方程 所 对 应 的 线性 省 函 相等 ,基本 方程 
的 源 项 恰好 是 伴随 方程 的 观测 特征 。 
C2) 源 项 识别 问题 ( 即 Jo Cp) LL. E558 R qD 3c ER E4608 58 
一 类 Fredholm 积分 方程 问题 。 
我 们 对 算 子 工 增加 一 个 微小 扰动 6L( SL « LIIS 
子 方程 的 解 8 也 将 增加 一 个 扰动 量 69, 则 关于 9 十 69 的 线性 泛 函 
JP 十 89) 将 变 为 
J (p+ 09) =J, Pt J,COQ) =J, +ò, (2. 92) 
下 面 将 推导 OL f00J, 之 间 的 关系 。 
因为 
(了 十 8SL)CP 十 08) =q 
6J, = J,(p + 09) — J, p) 
= (P + 0p, p) — (P p) = (P+ ôP p) — (gr sq) 
— (gc ep Lp) — (gj (L+ dL) 9+ 69)) 
= (qj Lip 09) — (g; ,L+HL) (p+ 9)) 
= — (Ø LC + 89)) 
=— (Ø ,6L9) — (g; ,0L(09)) ul 
上 式 中 除 纪 为 未 知 量 以 外 ,69 也 为 未 知 量 ,但 由 于 假定 OL 为 微小 
扰动 , 则 由 OL 引起 的 偏差 (gy LOD) 可 以 忽略 不 计 , 则 有 
. 67,=— (gy; ,0L9) (2. 93) 
关于 式 (2. 93) 的 几 点 说 明 ， 
(1) 对 给 定 初试 猜测 算 子 工 ,要 求 它 与 精确 算 子 工 相当 接近 ， 
即 


| 


IL- ZI = ALIKIN 
这 是 微小 扰动 的 理论 基础 ,但 要 注意 到 工 是 未 知 的 ,所 以 一 般 
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只 能 做 到 要 求 LI « ILI. 
(2) 关于 精确 算 子 工 的 可 测量 量 , 即 世 是 一 个 线性 泛 函 
J 了,(9) (8 是 关于 工 的 精确 解 ), 它 是 已 知 的 ,而 对 于 初试 猜测 算 子 工 
相对 应 的 线性 泛 函 J (D (9p 是 关于 上 的 解 ) 也 是 已 知 量 ,一 般 令 
8J, = J, — J p (2. 94) 
从 而 由 式 (2. 93) 来 确定 未 知 量 OL, 
(3) 如 果 不 能 给 出 一 个 与 亏 相 接 近 的 算 子 乙 , 则 87, 就 比较 
大 , 上述 微 小 扰动 方法 就 不 能 使 用 。 但 我 们 可 以 作 一 个 序列 和 (Cn 
—1.2,,N), 
(Do«ée Lé <L e <E l; 
© êi — 6, < ecc 是 任意 给 定 的 小 数 ), 使 得 
TD.= JG + ETP — Ty)) (2. 95) 
把 每 个 J;0D 作为 某 个 精确 算 子 D 的 线性 泛 函 , 应 用 式 
(2. 93) 就 可 以 求 得 相应 的 算 子 乙 ,。 按 这 样 的 过 程 就 可 以 求 得 算 子 
工 的 近似 算 子 。 
2.2.2 一 类 算 子 结构 中 参数 识别 的 摄 动 法 
给 定 一 个 已 知 结构 的 线性 有 界 算 子 
L= leh + Bi (BC)] (2. 96) 
其 中 A, ‘B,C 为 线性 积分 算 子 或 微分 算 子 ,a,，,P， 为 待定 参数 。 
线性 有 界 算 子 方程 为 . 
Le-—f (ypE€ $B Hilbert 空间 ) (2. 97) 
以 及 线性 泛 函 
J, = ($5), j= 1,2,n (2. 98) 
在 式 (2.97)、(2.98) 中 ,f p; E ELDER C, 


下 面 将 利用 上 述 介绍 的 摄 动 法 来 讨论 {a(x),B,(x)) 的 确定 
问题 。 
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首先 选取 适当 的 {e G0. 8,00) 为 初试 猜测 函数 , 即 式 (2. 97) 
中 的 算 子 二 已 知 ,求解 算 子 方程 式 (2. 97) 正 问题 可 得 8, 并 利用 式 
(2. 98) T MREZA J, 的 值 。 

对 ax), Pax) 进行 微小 扰动 aa 十 98 60 E, QD 十 
5Bi(x), 则 对 应 的 算 子 工 的 扰动 为 


ôL = P 82A, 十 B,CÓB,C.) ] (2. 99) 
k-1 
ZAAO. 98) 的 扰动 量 为 
0J, = J, (pF 09) — J, C) (2. 100) 


其 中 88 为 工 扰动 后 算 子 方程 式 (2. 97) 的 解 的 扰动 量 ,87， 为 已 
知 量 。 
将 式 (2. 99), (2. 100) 代入 到 式 (2. 93) 中 得 
2, õn Ap) 十 CP, B. (BC) —— 87, , 


J —-)52,-,n (2. 101) 
上 述 是 关于 未 知 函 数 {a(x),Bi(x)} 的 个 积分 方程 组 。 
为 了 说 明 问 题 起 见 ,假设 gw 08, 关于 变量 x 都 为 常数 量 , 则 
式 (2. 101) ER 
2 Lg,» A,992, +E, BCCP] — — 7,, 


j= 1,2,,n (2. 102) 


s> 


X= [6a, sôa ,°° Oa, 0， TJ: »tt* 88. T 
一 一 [97， 97 
€; = (9, A,9) a... = (P, B;G,9)) 


Ql t Qim Qu ct 0,5 


A 一 
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Wü (a, GO .B, Q0) 的 识别 问题 可 转化 为 下 列 线性 代数 方程 组 的 求 


解 问题 : 
AX — B (2. 103) 


应 当 注 意 到 ,由 于 问题 本 身 的 不 适 定性 ,上 述 方程 组 不 能 采用 
一 般 的 方法 处 理 , 而 应 用 正则 化 方法 来 处 理 . 当 00, 0B, 为 函数 时 ， 
我 们 可 以 对 每 一 个 Sw G0 ,08, G0 在 某 一 个 合适 的 完备 正 交 函数 
系 内 展开 ,并 取 有 限 项 来 近似 这样 把 确定 函数 的 问题 转化 成 确定 
有 了 眼 展 开 中 关于 正 交 基 函 数 前 面 的 系数 问题 , 即 转化 为 上 面 讨 论 
的 情况 。 


2.2.3 算 子 结构 中 参数 识别 的 一 个 实例 


给 定 微 分 方程 

d de 

AEG a£] + ap= fG) 0s«zr«1 (2.104) 
边 值 条 件 为 

9H0)= pg(1)=0 
及 线性 泛 函 
J, (p) = feadar, J = 1,2,°° ,nn 

其 中 b, GO. fG) AuHRT.H J, (9) 为 可 测量 的 .wz),c(z)， 


BG) 为 未 知 函数 。 
我 们 需要 确定 ala), Ba), 
d 


MANEO 100 的 算 于 为 上 一 a 十 |e E) .这 相当 于 在 
式 (2.96) 中 ,m 一 1,41(z) 二 了 (单位 算 于 ),B, =C, = S ifi, 


设 a(z)、B(z) 为 初试 猜测 函数 ,扰动 量 分 别 为 8a(x) 6 Go) ; 则 由 
式 (2. 101) 得 


. . d do! 
sto [doni] on, 
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j^ 02,*,» (2.105) 
其 中 e, 由 下 列 方程 决定 ; 
L'g, = p(x) 
由 艺 ” 的 定义 
(Lg,h) = (9,L"h) 
EP o^ € BCHilbert 空间 ), 且 9(0) — 90D =A) =h) = 0。 
可 以 推出 
L'—L 
即 工 为 自 伴 算 子 。 
于 是 p, 为 下 列 微分 方程 的 解 : 
Lg, = p,(z) 
lo —94,0)20 
AES i eU o, 由 相同 结构 的 算 子 方程 所 确定 ,不同 之 处 在 
于 源 项 ,这 对 问题 分 析 和 数值 计算 带 来 许多 方便 之 处 。 
将 alr) 和 BC YEPRAP SE 98 OE IR RC Gs (2) (9,2) 上 
展开 ， 并 取 有 限 项 作 近似 得 


a(z) = Do (xz), BG)- 2j» (x) — (2.107) 
alx) fü) Ain alr) ffl 88x) 分 别 为 
alx) = Don, uj), B) = 379 
将 上 式 代入 式 (2 105) 得 - 
Èo, su;(x£))ôa; + 2e; E 3?))ag, =— ò], 
i= 1,2,=,n (2.108) 


(j= 1,2,.…,n) (2. 106) 


上 式 可 写成 矩阵 形式 
AX — b (2. 109) 
其 中 
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X= [Sa 6a, ,08, 6B",]， 0 一 一 [8J, 7 
da cto da. Da cn bin, 
A= Tm 

an ° Anm b, e Dun 

1 
ay = (gi uj (09) = | uj) PTF God 

' D 
.4 d d L d 
by = s; adn A | = fioi (7) dz 


1 dg; x) 
一 一 [oc ie dz dx 


2.3 第 一 类 Fredholm 积分 方程 
的 数值 方法 


从 算 子 识别 问题 的 讨论 可 以 看 出 , 算 子 识别 问题 都 可 以 转化 
为 第 一 类 Fredholm 积分 方程 问题 .另外 ,许多 微分 方程 的 着 问 题 
也 可 以 转化 为 第 一 类 Fredholm 积分 方程 问题 .因此 讨论 第 一 类 
Fredholm 积分 方程 的 数值 方法 是 很 有 必要 的 。 由 于 对 第 一 类 
Fredholm 积分 方程 至 今 为 止 还 没有 完善 的 理论 ,我 们 这 里 仅 讨论 
该 类 方程 的 数值 方法 ,并 且 详 细 介 绍 Backus - Gilbert 方法 ,这 种 
方法 在 许多 逆 问 题 中 得 到 了 广泛 的 应 用 。 

本 节 将 讨论 

[iGoko T fe) Gao 

数值 方法 问题 。 

231 “待定 系数 法 


假设 式 (2. 110) 的 积分 方程 的 解 p(t) 可 用 N 个 在 [a,6] 上 连 


* 
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续 的 线性 无 关 的 函数 {u(x)) 来 线性 地 逼近 
ex) = Spul) (2.111) 


其 中 pr(zx) 为 eGo 的 逼近 函数 。 
将 式 (2. 111) 代入 到 式 (2. 110) 中 ,得 


N b 
Son [ward = fo) (2.112) 
j-74 a 


在 某 种 意义 下 ,使 式 (2. 112) 成 立 , 便 可 求 得 {q} ,从 而 求 得 式 
(2. 110) 的 近似 解 。 l 

1. 配置 法 

选取 w(x) = 0Gc 一 坏 ), 在 [4, 人 已 知 点 列 {zxi} (a = x < a, 
Woman. = bsr; BUB M EN) Alal 1,2,…,M) 代 
入 式 (2. 112) ,得 


N b 
Sof à — z)okG Ddt = fl), £9 1,2, M 
i=} a 
(2. 113) 
由 9(O 的 性 质 ,可 得 (8} 的 线性 方程 组 
N 
DD 9Gs x) = fa), {= 1,2,.,M (2. 114) 
i-i 


求解 式 (2. 110 方程 组 , 并 将 其 解 代入 式 (2. ID, ETE 
Pr) 的 近似 解 。 

2. Galerkin 方法 ( 亦 称 为 拒 量 法 ) 

设 tu(z)}) 为 L'(a,6] 空间 内 的 一 个 完备 正 交 系 , wz) 
€ L'[a,56], R4 N 充分 大 时 ,有 


N 
HT) = P gui) (2. 115) 
i-1 


非常 接近 于 Kr). 
在 式 (2. 112) 两 边 分 别 对 à, GO) 求 内 积 , 得 
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Sol [u oka Dde u) = GGG? 
i {= 1,2, N (2. 116) 
其 中 内 积 (f ,g) = [fong ldz. 
求解 式 (2. 116) 方程 组 ,并 将 其 解 代 入 式 (2.111), 便 可 得 到 
9G) 的 近似 解 。 
3. 最 小 二 来 法 
作 目 标 函 数 
F= Joco [fece — 7/(z)] dz (2.117) 


其 中 P(z) 为 权 因 子 。 
TESCO 111) 代入 式 (2. 117) 得 


b N b 2 
F = few| Eef UOCE Dde — fo) | dz 
a j=1 a 


(p) 由 求 目 标 函 数 忆 的 最 小 值 来 确定 。 
X 一 [9*9], A= (CATETE B = (bi) wxs 


b b b 
a; = fel f ward |[| a ORG tòde dz 
f b 
b, = | pasa || «ORG Od jd 


b 
C= Jef ada 


则 目标 函数 可 表示 为 . 
F[X] = X'AX — 2X'B +C (2. 118) 
XR 05 X 满足 下 列 方程 时 ,F[X] 达到 最 小 值 。 


AX — B (2. 119) 


求解 式 (2. 119) 方程 组 ,并 将 其 解 代入 式 (2.111) 便 可 得 到 
9G 的 近似 解 。 
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2.3.2 BERIE 


{u(x)) 的 级 数 


h(x) = D agu(x)uj) (2.120) 
P) = Peu.) (2. 121) 
m=i 
f) = bu) (2. 122) 
. t=1 
由 于 {u(t)) Elab] 上 标准 正 交 , 即 
v ls i=j 
f u;(r)u,(x)dr = 0; = | . . (2.123) 
a 0, is 了 


将 式 (2. 120) ~ (2. 123) RA RC. 110) 得 


Hn G)u; D Drun dt = Dhu Go 


i.jed 


Bn 


Sua Sa = S buta) (2. 124) 
比较 式 (2. 124) 两 边 G0 = 1,2, 0 项 的 系数 得 到 一 个 关于 
ie) 的 无 限 阶 线性 代数 方程 组 


EE i212, (2. 125) 


HF klt), KD. S) 都 可 以 展 为 {u(xz)) 的 级 数 , 则 Ye> 
0, 一 定 存 在 N ,使 得 当 n>N i, 有 


LIEN — 3» Gr)u;(t) | «t€ 


i j=} 


le) — Spud) |< c 
--1 
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|/& — > omuco|<。 
mn 


对 式 (2.125), 取 关于 i 求 和 至 入 为止 , 则 eG 的 近似 解 的 系 
X o.) 由 下 列 线 性 方程 组 确定 ， 


Dap = by i—1,2,,N (2. 126) 
更 一 般 情 况 下 ， I Gao 能 展开 成 以 下 形式 ， 
k(x,t) = 37 Gr)v, (t) (2. 127) 


其 中 可 设 us GO v. G) On = 1,2. N) 为 线性 无 关 的 , 则 pe) 和 
了 (x) 能 近似 地 展开 成 如 下 形式 ， 


N 
Kt) 一 s (2. 128) 


f(x) = So. us Cx) (2. 129) 
将 式 (2. 127) — (2. 129) 代入 趟 (2. 110) 得 
Dco Spf ccm - Sonun (z) 
记 a = Sonnde, li uL On 二 1,2,…,N) 线性 无 关 ， 
所 以 {9) 满足 下 列 线性 方程 组 ， 
Dna. i= bns m-—d,2,-N (2. 130) 


X Bi T i.) On = 1,2, N) 线性 无 关 ， 所 以 det lami) 尖 0, 从 
而 总 可 以 求解 式 (2.130) 得 到 (8)G = 1,2,N)， 代 入 武 
(2. 128) 便 可 以 得 到 exeo 的 近似 值 。 


2.3.3 应 用 数值 积分 法 求 近似 解 


设 式 (2. 110) 中 zx,t)、f(x) 存 在 一 定 阶 数 的 连续 导数 ,以 便 
保证 相应 的 积分 公式 有 效 。 
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如 果 将 数值 积分 采用 如 下 的 一 般 形 式 : 
| ecodz 一 wig x) (2. 131) 


RP ix) Hiab] KELER, {wi} 为 积分 权 系 数 。 


fy) 四 (2. 132) 
应 用 数值 积分 公式 (2. 132) 得 
N 
f(z) = Sw )9t), j—1,2,^.M 
i—i 


令 aij = wikis, 一 Pt), f G;) 一 fj, iio) 由 下 列 线性 
方程 组 确定 


N 
Sap = fp j-1,2.24M (2. 133) 
i=l 


应 当 注意 ， 

(1) 不 同 的 数值 积分 公式 (例如 和 矩形 公式 ,梯形 公式 ,Simpson 
公式 等 ) 有 不 同 的 {w} 、 {zx}, 可 以 构成 关于 {8g) 的 相同 类 型 的 线 
性 方程 组 ,不 同 之 处 仅 是 方程 组 中 的 系数 。 . 

(2) 4 M> NN 时 , 式 (2.133) 为 超 定 线性 代数 方程 组 ,求解 应 
采用 最 小 二 乘法 。 

(3) 一 般 来 说 ,节点 取得 越 多 ,数值 积分 的 误差 越 小 ,从 而 使 
得 9X0 TE (x,) 处 的 近似 值 越 精 确 , 但 是 ,由 于 问题 本 身 的 不 适 定 
性 , 导致 4 = (a4) 矩阵 病态 ,并 且 节 点 取得 越 多 ,4 的 病态 越 严 
重 ,因此 ,用 数值 方法 求解 式 (2. 110) 的 近似 解 ,结果 往往 不 理想 ， 


2.3.4 ” Backus 一 Gilbert 方法 


尽管 前 面 介绍 了 许多 求解 第 一 类 Fredholm 积分 方程 的 数值 
方法 ,并 且 最 终 都 是 转化 为 求解 一 个 线性 代数 方程 组 或 超 定 线性 
代数 方程 组 .但 是 由 于 该 类 问题 的 不 适 定性 ,导致 最 终 转化 成 的 线 
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性 方程 组 的 系数 矩阵 一 般 是 病态 矩阵 ,这 给 求 近似 解 带 来 许多 困 
难 。 为 了 避免 这 个 问题 ,Backus fil Gilbert 提出 求 第 一 类 Fredholm 
积分 方程 近似 解 的 一 种 方法 。 

考虑 如 下 形式 的 第 一 类 Fredholm 积分 方程 


[4 pd = f(x) (2. 134) 


其 中 (zx,t) AFER HESSI KER., 
令 式 (2. 134) 的 oco 的 近似 解 为 


1 
qr) 一 | Alzx,t) pdt (2. 135) 


其 中 AGI.) 称 为 平均 核 。 

BR, AG = 6(z — DOGO 为 单位 脉 串 函数 ) 时 ,PCED 
= YX). 因此 ,我 们 可 以 粗略 地 讲 , 当 A Cou 接近 于 6(z — 0 时， 
Kz) 可 以 近似 于 Kr). ， 

下 面 讨论 AG.O 的 选取 方法 ; 

因为 | 6(z 一 dt 二 1, 所 以 对 于 平均 核 4(z,t) 也 该 满足 类 做 
的 方程 

| acodu = LoOxr«l (2. 136) 


为 了 设计 一 个 准则 来 判断 AGO 与 8(z 一 2) 的 接近 程度 ,我 
们 根据 x) 函数 的 特性 和 它 的 几何 图 形 ,可 以 得 知 4(z,z) 应 在 x 
三 + 有 一 个 主峰 值 ,并 且 AGO 主峰 值 的 宽度 ( 即 4(z,z) 的 谱 ) 要 
充分 地 窦 ( 如 图 2. 1 所 示 )。 但 是 ,如 何 定义 A(z,t) 的 谱 ? 它 的 定义 
可 以 多 种 多 样 , 这 里 为 方便 起 见 ,4(z,z) 的 谱 定 义 为 


1 
Q(r,A) = af Je — t)A! Gx ,0dt (2.137) . 


其 中 .7(z) 为 关于 x = 0 点 的 四 函数 ,是 .1(0) = 0,2; 是 一 个 单位 
化 常数 。 
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1 -1 
a; 一 w| f — 542(z,pdz] 


1 w 
~, — t < — 
其 中 AvG t -dv e= 93 (w> 0) 
0， 其 它 
BAM AGO A(z) 人 时 ,Q(x,A) =w., 
Alz») Q(x,A) f 


图 2.1 Alr, 示意 图 


JG) 可 取 |n] ,x ,x!' 等 .但 是 当 J(x) 选 定 后 ,A(z,t) 的 主峰 
值 的 宽度 越 窗 , 则 QCz,4) 越 小 .因此 ,A(z,t) 的 选择 原则 是 使 得 
Q(z,4) 达到 最 小 值 的 函数 。 

为 了 从 给 定 的 一 些 离散 点 Gri, f(x) ) G 一 1,2,…,N) 上 

[ineo = f(r), i=1,2,=,N (2.138) 
来 确定 Kz) ,我 们 假设 
RI) = DaX) fla) (2. 139) 


i-1 


其 中 {aj《x)) 为 未 知 的 函数 列 ,将 式 (2. 1380 代入 式 (2. 139) ,得 


N 
Hx) 一 Saaft Crist) dt 
1 ? 


N 
= [2a GO Gi Decodt (2. 140) 
9 j= 
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比较 式 (2. 140) 与 (2.135) 得 
N 
Alz,t) = S a G)bGst) (2. 141) 


i-1 


为 了 求 得 最 优 解 ,我 们 对 每 个 z+ 求 Q(z,4) 满足 式 (2.136) 的 
最 小 值 .将 式 (2. 141) 代入 式 (2.137) 和 (2. 136) 得 


Q(z,4) — a (x)K (x)a(x) (2. 142) 
和 
a(x):b—9 (2. 143) 
a Ge) [Gi ode 
其 中 alx) = a , b= 
"e Gr Dd 


Ky tet Kn 
K(x) = [ra | i 
Ne t” Kyu 


1 
K; 一 «Jr UT t)kx t) Gn; 0dt, isj = 1,25, N 
0 


从 式 (2. 142) 可 以 看 出 Q(x,4) 是 一 个 关于 a(zx) 的 正定 二 次 
型 , 我 们 应 用 Lagrange 乘 数 法 求 Q(z,4) 满足 式 (2.143) 的 最 
小 值 。 

用 Lagrange 乘 数 法 作 一 个 辅助 函数 

Q(z,A)=a (rr)K(r)a(z) + Aa" (x)b. (2.144) 
ge 一 0(: 一 1,2,…,N) 得 
2K (x)a(x) + b = 0 

因此 


ar) 一 一 Lak b (2. 145) 


3$ a GO 代入 到 式 (2.143) 得 
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à =— 2 K^ b)! (2. 146) 


则 
| K!(z)b 
a(x) = FK (2. 147) 


E acr) 代入 到 式 (2. 139) 便 得 wz) 的 近似 解 。 
— BK Go) 是 一 般 非 病态 的 对 称 和 矩阵, 从 而 为 求解 式 
(2. 134) 提供 一 种 较 好 的 方法 .这 种 方法 的 缺点 是 计算 效率 低 , 它 
对 每 点 zx 都 需要 计算 一 个 N x N 答 阵 的 逆 答 阵 。 因 此 , 若 需 要 求 
得 gx) 在 NN 个 点 处 的 近似 值 , 则 该 方法 需要 计算 N 次 NXN 和 撼 
阵 的 逆 矩 阵 。 而 一 般 的 数值 方法 只 需要 计算 一 个 N X NN 和 矩阵 的 递 
和 矩阵 。 
BUR Uf G2 ) 带 有 随机 测量 噪声 , 令 PCz) 在 xz 点 由 于 测量 误 
差 产 生 的 方差 为 or(z), 则 由 式 (2, 139) 得 
a(x) = a'(x)Ea(r) (2. 148) 
RP EJdRGUCGO) 的 协 方差 矩阵 。 
a Cc) 的 确定 问题 可 转化 为 求 下 列 函数 的 最 小 值 问题 ， 
(0 = 2QG, A) + so (x) (2. 149) 
其 中 s € (0,1) 为 参数 。 
对 固定 的 :, 应 用 前 面 类 似 的 方法 可 以 求 得 
K, '(x)b 
bK; 'b 
RB KG) = 0-— SKG) + SE, 
对 于 一 般 的 第 一 类 Fredholm 积分 方程 


[Ke rerdr = f(x), rE€ES (2. 151) 


其 中 S 为 R* 内 的 一 个 有 界 区 域 或 R* 内 的 一 块 有 界 曲面 ,对 应 的 
dr 为 n 维 体积 分 元 或 面积 分 元 ,Backus 一 Gilbert 方法 的 计算 公式 
为 


a(x) = (2. 150) 
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ax) ~ n (2. 152) 


fj) | kG, ,r)dr 
$ 


fi) 


其 中 f= „b= 


(xx) AO ndr 


Kj, Ky 
K(x) = i T" 
vtt Kun 


kK, = «| JG — r)KGorkG;,ndr, 5j —1,2,.,N 
S 
JG) = rir x r'r 
和 
a, 一 v[] J(x 一 DAL, Ddr | 
S 


1 
A,Q,r) = k 
0， 其 它 


, < 
Ir w> o) 


2.4 病态 线性 方程 组 的 解法 


从 上 节 讨 论 第 一 类 Fredholm 积分 方程 的 数值 方法 知道 ,在 许 
多 数值 方法 中 最 终 都 转化 为 线性 代数 方程 组 的 求解 问题 ,由 于 第 
一 类 Fredholm 积分 方程 的 不 适 定性 导致 线性 代数 方程 也 是 不 适 
定 的 , 即 为 病态 线性 代数 方程 组 .因此 ,在 求解 线性 代数 方程 时 不 
能 采用 一 般 的 求解 方法 .本 节 将 简单 介绍 解 病态 线性 方程 组 的 比 
较 有 效 的 四 种 方法 。 


2.4.1 利用 Householder 矩阵 求解 病态 线性 方程 组 
EXS 形 如 五 二 1 一 2uu* 的 矩阵 称 为 Householder 和 矩阵 ， 
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其 中 7 为 n 阶 单位 矩阵 ,w € C"(n 维 复 空间 )， TERHERE. 
不 难 验 证 ,Householder 矩阵 具有 如 下 人 性质; 
H+H=1, H*—H, H*:H-—I, |H|——1 
定理 8 对 任意 x,y € C, fr dE Householder 48 BE H ,fB18 y 
= Hx 的 充 要 条 件 为 
l»l = zl ，y* zz 为 实数 (2. 153) 
证 明 ”必要 性 d HX Householder 矩阵 , 目 y — Hz lll 
l»l = Vy y= Vr H HX = xz r= jx] 
yt z= zt Ht z= zt Hr = r y= (yt rft 
BI y* x 为 实数 。 
充分 性 ” 若 z= y% 则 对 任意 使 xz=0 且 lul = 1 的 向 
KK uid H = I — 2uu* 构成 的 Householder ERE y = Hz, 


Ery BAA lyi = | zll,y+z 为 实数 , 令 
= Ty 二 1 + 
u ERTE H = 1] — 2uu 
则 
E (xr — y(x — y)» 
Hzr = r — 2—2 tT 5^. 
一 二 7 
xz 2 XT yx 
T PX i yr 
故 定理 结论 成 立 。 


在 定理 8 中 取 y 为 特殊 的 向 量 , 便 不 难 推 得 下 列 结论 。 

推论 ”对 任意 x E C 时, 必 存 在 Householder 和 矩阵 五 ,使 得 
Hz =a kha =t |z] ,ei 为 C' 中 第 i 个 元 素 为 1, 其 它 元 素 
为 等 的 列 向 量 。 

由 上 述 定理 的 证 明 过 程 ,不 难 求 得 Householder 和 矩阵 H , 


H = I — 2uut, u= “i a=+ E 


i 
lx — ae, || ° 


定理 9 已 知 4 € C**" 非 奇异 矩阵 ,5 € CETHE, H 为 
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Householder % E, H Hb = ae, (a = | bl), & HA = LQ,L 为 
下 三 角 和 矩阵 ,Q JEER, 则 Q* 的 第 n 列 构成 的 向 量 平行 于 方 
程 组 
Az =b (2. 154) 

的 解 向 量 zx。 

WBA  $Q*'— (4,54). LERE n XE fa oc EON 
lin WH HA = LQ 及 Hb = ae, (8 

LQz = HAz = Hb = ae, 


Qz = L !ae, = Le 


则 定理 证 比 。 
在 该 定理 基础 上 可 以 构造 多 种 算法 ,例如 ， 
算法 I 
(1) 构造 一 个 Householder 使 得 Hb = se,, 即 


b — se, 
= Tb se, (2. 155) 


其 中 s= |b], H-1c-—2wuu* 
(2) 对 (HA)* 作 QR DRI HA 作 LQ 分解。 
(3) 计算 
Dres 
Cu 
RP ban = max [5] «as, 为 oo 所 对 应 应 的 4 怎 阵 的 行 向 量 ,9， AQ 
的 第 n 个 列 向 量 ， 
(4) z = aq, (2. 157) 
算法 工 在 算法 I 中 , 求 " 的 方法 改 为 min l aAg, — b] *, o 
难 求 得 a 的 最 小 值 为 


人 = 


(2. 156) 
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E Re(^* Aq,] 
q+ A*t Aq, 
其 它 过 程 与 算法 1 相同 。 
当 4 为 实 矩 阵 时 ,这 两 种 算法 对 求解 病态 线性 方程 组 的 解 精 
度 估计 可 见 文献 [66]。 


2.4.2 利用 ( 常 微分 方程 组 的 ) 稳 态 解 求解 病态 线性 方程 组 


本 小 节 讨论 的 线性 方程 组 为 
Az=0 (2..159) 
其 中 4 为 a x 阶 对 称 正定 矩阵 。 
考虑 一 个 常 微分 方程 组 
Cz' (t) — — Az() +b (2. 160) 
其 中 C 为 n Xn 阶 对 称 正定 矩阵 。 
则 微分 方程 组 (2. 160) 的 解 为 


z(t) = ee "^i (0) 十 fes ! Aq DC Ibdr 


(2. 158) 


2 3 
其 中 em ID ACT EP 
并 且 可 以 证 明 l 
limz' (20 


MK > oo 时 ,z(t) 收 伍 于 线性 方程 组 的 解 ， 
这 说 明 当 上 充分 大 时 ,可 以 用 e CO 作为 线性 方程 组 的 近似 解 。 
求解 式 (2. 159) 的 一 类 迭代 格式 


zx491 一 z, 十 2z。 , 
a) Tari = PC eC AzS, H Cbt x) (2.161) 
Zati 一 Zu 十 x, 十 e+i 


其 中 rsz 为 nn 维 向 量 ,zx 二 po Cs + CUD zs HIE 
FIR] RE LA 为 时 间 步 长 参数 ， 户 一 让 二 7 为 参数 。 
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分 别 为 下 三 角形 和 上 三 角形 矩阵 ,并 且 在 上 式 格 式 中 采用 Seidel 


技巧 , 便 可 得 解 方程 组 的 迭代 格式 
zi 一 Z, 十 2x, 
Lua = p(— eC FO, — eC! De 
(2) TPUT E e Zatı (2. 162) 


+ eC Ez, eC b E ox) 
m = z, H Zn H ora 

当 取 C = 了 单位 矩阵 时 , 可 以 得 到 关于 迭代 格式 的 收敛 性 
定理 。 

定理 10” 设 A 为 对 称 正定 矩阵 ,入 (i = 1,2,…,n) 为 4 的 全 
RE, REER e< Z O = maxi) MERO F 0h 
co( 即 0 一 户 <1) RA. 

定理 11 设 4 为 对 称 正定 矩阵 ,只 要 选取 e>0 充 分 小 , 则 格 
式 (2) 对 于 0 过 有 过 oo( 即 0 二 p 过 1) 都 收敛 。 

在 格式 (2) 中 选取 C = 2D, e—1, p= 


h E 
h+ 79— 
£D O- 4zo), 则 可 得 如 下 一 个 具体 的 计算 格式 ， 
z9 =z 1 2x, 
— -一 1 (0) 1 (» 1 
+1 一 "nme zP Fz 一 PEE T zP ! Ez... 
“+ in Ib 4- x.) 
SR 一 Zn N Zu T Xa 
XACBUEEBUDIES OHN GERI GELT ,计算 程序 见 
XA [59]. 


2.4.3. 求解 病态 线性 方程 组 的 正则 化 方法 
设 线性 方程 组 为 
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Az=b, beC (2.163) ' 
其 中 4 为 n 阶 退化 矩阵 , 右 端 5 的 向 量 满足 方程 组 的 可 解 条 件 , 即 
Rank(A) = Rank(4,6), 令 F, 为 方程 组 的 全 部 解 所 构成 的 集合 ， 
z ECL EC" 若 


l2 —2 = inf le — z' | 


l| z^ 称 为 相对 于 向 量 z'/ 的 方程 组 (2. 163) HERR. 显然 ,正规 解 
是 被 单 值 决定 的 。 
可 以 证 明 , 当 A 和 6 带 有 一 定 的 微小 误差 时 ,方程 组 (2. 163) 
的 正规 解 不 稳定 , 即 代替 4 和 5 而 给 出 其 近似值 所 和 5， 
lI À — A || <ô, |b5-—ol| <s 


其 中 141 = PLE MESE 4 22Io m dz — etg 


以 任意 大 .= 为 Xz = b HERR. 
下 面 讨论 求解 式 (2. 163) 的 正规 解 的 稳定 性 方法 。 
(1) 假设 方程 组 
Az =b% (2. 164) 
来 代替 精确 的 退化 方程 组 hz — box R5 — 5] «o 3EH PRI 
不 满足 可 解 条 件 。 
所 以 ,方程 组 (2. 164) 的 近似 正规 解 是 在 满足 15 — 5| <8 
的 向 量 = 中 寻求 ,并 且 使 ( 按 正规 解 的 定义 ) 泛 函 GO = | z 一 
z' | AARE. FEKA) = 上 z 一 z' :是 稳定 且 拟 单调 
的 , 故 上 述 极 小 值 问题 等 价 于 在 满足 条 件 Az 一 5 — 3 的 向 量 
z 的 集合 上 求 此 泛 函 的 极 小 值 . 则 它 可 以 化 为 使 下 列 展 开 泛 函 极 
小 化 的 向 量 zx"， 
M'[z,5,A] = | 4z 一 5 十 ellz 一 z/ l? a>0 
(2. 165) 
其 中 参数 a 是 由 条 件 As 一 5 人 = 5( 即 误差 ) 确定 的 。 
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不 难 发 现 , 这 个 唯一 的 向 量 * 由 下 列 方程 组 确定 ; 
(At A 4r aD)z' = A* b + ex! (2. 166) 
H U, 来 表示 向 量 zx(z € CO 的 象 的 线性 子 空间 , 即 
U, = (b|b = Az,z € C') 
i V, PU, 的 投影 ,显然 
15 —V,ll < i Az 
定理 12 it k M'[z,b,A] 达到 极 小 值 的 向 量 z',3M a--0 
时 收敛 于 方程 组 Az = F, HER zs. 
该 定理 说 明了 当 6 0 Bp e" 性 态 的 渐 近 特性 。 
(2) 假设 方程 组 
Az=5 (2. 167) 
AF IA- AI <S, Eol <s Ro 满足 可 解 条 件 , 且 zz 
”为 方程 式 Az =b HERR. 
与 上 述 讨 论 方法 类 同 , 求 方程 式 (2. 167) 的 稳定 性 解 可 以 归 
结 为 下 列 泛 函 极 小 值 问题 
M'[z,b5,À] = | Az 一 下 :十 a0[z] (2. 168) 
其 中 参数 值 ”是 由 条 件 As -il = 3 确定 ,2[z] lelle, 
HIIS M'[z,5, A] 取 极 小 值 的 唯一 元 素 六 由 方程 组 
(A*t À + aDz = A+ b (2. 169) 
确定 二 与 z*" 之 间 有 下 列 关 系 ; 
定理 13 设 科 和 5 是 矩阵 4 和 向 量 4 的 ô 近似 ,而 8(3) 和 
a, (X7) 为 任意 的 正 连续 函数 , 当 $ -> 0 时， 它们 单调 趋向 于 零 , 且 
满足 


ó* 
BR S að) (2. 170) 


则 对 任意 > 0, 都 存在 Ces || DD 0, 当 0 过 6 过 8.4 满足 
条 件 


& 
ICD Sas & (à) 
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时 ,有 
lz'—z*l se 

m1 这 定理 证 实 了 虽然 不 能 知道 精确 的 4.6, 而 只 能 已 知 
它们 的 近似 值 4.5, 但 我 们 可 以 取 作为 Ar = b 的 近似 正规 解 。 

注 2 ”稳定 性 函数 A) 也 可 到 为 下 列 形式 ; 

ACz) = (z — zo')* Blz — zo') (2.171) 

其 中 B Hermite 正定 矩阵 ,z' 与 正规 解 定义 中 意义 相同 。 

根据 正则 参数 的 选取 方法 ,可 以 建立 下 列 数值 计算 步骤 ， 

(OD 选取 单调 趋 于 零 的 数列 {w ) 

(2) 对 每 个 a 求 泛 函 Mr"[z,5,4] 或 M'[z,5,] 极 小 化 的 向 
Hz 或 x", 即 求 线性 方程 组 (2. 169) 或 (2. 167) 之 解 。 

(3) 计算 误差 1 Azt b || X l| Az —51 ,并 判别 是 否 满足 精 
REK, 


2.4.4 ”求解 病态 线性 方程 组 的 一 种 迭代 方法 


本 节 将 利用 正则 化 方法 原理 建立 在 摄 动量 下 的 迭代 方法 。 
已 知 ,线性 方程 组 
4z 一 / (2. 172) 
Jh A E C ERER eC. 
给 定 初始 猜测 向 量 z*, 求 待定 扰动 向 量 3z*, 使 得 2* 十 6z* 为 
上 述 方程 组 的 解 , 即 
4(z" + Oz) =b 
所 以 de 由 下 列 方程 组 确定 ， 


Aàz* =— (Az* — b) (2.173) 
当 原 方程 组 病态 时 ,关于 02^ 应 用 正则 化 方法 来 确定 。 
建立 如 下 关于 O9 的 泛 函 极 小 值 问题 : 


M[6z] = | Aóz + Az, — b||? +a) Q. 174) 
其 中 稳定 性 函数 0(3z) 选取 为 92 aC 0) 为 正则 化 参数 。 
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使 泛 函 M[Ox ) 取得 极 小 值 的 唯一 元 素 ôe, 由 下 列 方程 组 
确定 : 
(4+ A + aD)àz^ = A* (b — Az') 


Bil óz? = (A* A + al) ! A^ (b — Az?) 
则 原 方 程 组 的 近似 解 为 
z = zy + (At A + al) ! A7 (b — Az’) 
= Nz, + (AŻ A+aD A^ b (2. 175) 


Hp N = I — (A7 A +al) CAA, 
在 此 基础 上 ,可 以 建立 如 下 求解 原 方程 组 的 达 代 算法 ， 
Zaai = Nz, + (A^ A +al) !A^ b (2. 176) 
定理 14 ”对 任意 e> 0, 上 述 构成 的 迭代 序列 {fz,) 一 定 收 敛 
于 下 列 方程 组 之 解 ; 
A^ Az = A^ b (2. 177) 
证 明 ”因为 4 为 非 奇 矩阵 , 则 A7 4 为 Hermite 正定 矩阵 。 假 
WE A enr AT 4 的 特征 值 , 则 存在 西 和 矩阵 了 ,使 得 


à, 
4 A-—T | "nu ld 
À, 


而 N-—1—(A'A-cal) 'A* A-I 


À ud A 
一 | "s re T | "n. f 
Àn A 


E 
À, +a 


À +a Fa 
PELARE a> 0, N BEES GEE RTE CO, D 之 间 ROERE (z, } 收 
SX BLUE (D 收敛 于 x" , 则 有 
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z' —[I — (A+ A+al) A+ 4]z + (A*t AF aD)! A* b 

化 简 得 | 
A* Az" = A* b 

关于 定理 14 的 几 点 说 明 : 

D RRE.) KAF A = 6 的 最 小 二 乘 解 ,即使 得 || Az 
一 5? 达到 极 小 值 的 解 , 所 以 当 方 程 组 为 超 定 线 性 代数 方程 组 
时 ,上 述 选 代 过 程 仍 能 适用 。 

(2) 在 保证 (4* 4 十 “7) 非 病态 的 情况 下 ,zx 选取 得 越 小 ,矩阵 
N 的 特征 值 越 小 ,从 而 2. 的 收敛 速度 越 快 。 

(3) 我 们 知道 , 当 A 为 实 对 称 正定 矩阵 , 且 病 态 时 , 则 A*+ A 的 
病态 性 越 严重 .在 这 种 情况 下 ,应 采用 下 列 选 代 过 程 ， 

zs 一 [一 (4 十 am ' A]z, + (A+ aD) b, a>0 
Hz.) 收敛 于 Az = 6 的 解 。 


脉冲 谱 技 术 (PST) 是 首先 由 Tsien 和 Chen 在 研究 一 维 流体 
动力 学 的 流体 速度 的 北 问 题 ( 即 一 维 波动 方程 的 波 速 逆 问 题 ) 时 
提出 来 的 ,后 来 Chen 和 他 的 课题 组 成 员 应 用 PST 方法 研究 了 许 
多 类 型 的 道 问 题 ,并 发 展 成 为 一 般 的 脉冲 谱 技术 (GPST) 。 

为 了 要 识别 某 一 物体 (系统 ) 的 某 些 参数 ,如 alax), pa), e, 
可 以 向 该 物体 (系统 ) 发 射 某 些 信息 ( 即 给 系统 一 个 输入 信和 号, 例 
如 声 脉冲 ) ,该 信息 将 通过 该 物体 传播 出 去 或 者 通过 界面 反射 .如 
果 通过 接收 装置 将 这 些 传播 信息 或 反射 信息 测量 得 到 ,我 们 便 可 
通过 这 些 信息 分 析 , 推 算出 待 求 的 参数 a(x) ,B(x),…。 这 个 问题 


的 示意 图 如 图 3. 1。 
Meow (CAL) 


E es DO 


deon CI) 


图 3.1 脉冲 谱 技术 示意 图 
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图 中 
uin(9 Q,0 是 边界 30 上 的 已 知 输入 脉冲 信和 号; 
us (9 0,0 是 边界 30 上 的 可 测量 的 输出 脉冲 信和 号; 


P Manon OD. 是 可 测量 的 脉冲 信号 ; 


alx) ,B(x),… 是 待 求 的 未 知 量 。 
PST (3 GPST) 的 基本 思想 ;数据 信息 (输入 信号 ,输出 信号 ) 

是 在 时 间 域 中 给 出 ,而 综合 分 析 (确定 未 知 量 ) 是 在 复 频率 域 中 进 

行 ,这 就 是 脉冲 谱 技术 中 的 “ 谱 ” 的 来 历 。 
数据 处 理 过 程 的 框图 如 图 3. 2。 


us(O2,),  u (20,0 


3a. G 0,0, Zuon (3 N) 发 送 与 接收 的 已 知 信息 
Laplace( 或 Fourier) 变换 
un (A (0,5), us (o 0,5) 将 信息 转换 成 复 频率 域内 


32.00, 2 200,5 
ðn n 


2 


选择 离散 频率 SG — 1,2, D 
建立 求解 一 个 离散 复 频率 域 中 
的 逆 问 题 的 选 代 方 法 
V 
求 得 参数 a(x)， B(x),… 


图 3.2 
本 章 将 讨论 PST 或 (GPST) 处 理 一 维 、 二 维 偏 微 分 方程 逆 问 
题 的 数值 方法 。 
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3.1 一 维 扩散 方程 的 热传导 
系数 的 逆 问 题 


遥感 有 界 杆 的 热传导 系数 的 道 问题 :为 了 确定 杆 的 热传导 系 
数 4(z), 可 以 通过 求解 下 面 的 一 维 热传导 方程 的 道 问题 来 实现 。 
考虑 一 维 热传导 方程 的 初 边 值 问题 : 


Qu 
ot 


P [eo 24 =0, 0cx«l t0 
Qr dr 


初始 条 件 : u(x.0—0 


(3. 1) 
边界 条 件 : u(0,0 = f0), ud,t) = gto : 


= (t) 


工 一 0 


附加 条 件 ， S 


其 中 u(xz,1) 为 温度 ,k(x) 为 待定 的 热传导 系数 ,pc 分 别 为 密度 与 
EA, ELS ECC FOOD EAO 为 通过 观测 得 到 的 数据 ,并 且 它 
们 的 Fourier( 或 Laplace) 变换 均 存 在 。 

待定 热传导 系数 k(x) 的 逆 问 题 就 是 由 已 知 方程 式 (3. 1), 观 
WESOLO AD 及 已 知 密度 与 比 热 c 来 确定 (zx), 在 实 
际 问题 中 ,f(z)、g(z).h(z) 三 个 函数 通常 只 在 有 限 个 时 间 点 
BG = 1,2,…,J) 上 取得 测量 值 ,并 假设 £0)、k(1) 已 知 。 . 

1. PST 和 迭代 方法 求解 第 问题 的 过 程 

(1) 对 式 (3. D 中 方程 及 已 知 条件 取 关于 时 间 上 的 Laplace 变 
换 , 从 而 把 时 间 域 内 的 道 问题 化 成 复 频率 域内 的 北 问 题 , 若 记 
urs). G)gG)SAG) 分 别 为 ur... fü .gQ) A0) 的 
Laplace 变换 的 象 函数 , 则 问题 (3. 1) 转化 为 ， 
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9 al ~ 

AKOE æ= 0 0«cz«l 
u(0,) = FCs), u(l,20-gG), s€ 复 平面 (3.2 
元 200,9) = (s) 


从 而 道 问题 变 成 由 psc. 7g A KME RE). 
(2) ERARE: 
假设 (xz) 为 初始 猜测 ,和 迭代 的 基本 过 程 为 
bua) = k, (1) + OR GO) 
uni xs5) = rs) + óu, (rss) 
(n = 0,1,2,*--) (3.3) 
其 中 (ôk (x)| < A.) 
lôu, zs) K |u,Cr,5)| 
9.0) = 0.0 = 0 
Ut GL GO) ua. Ges s)) 为 满足 式 (3. 2) 的 一 组 解 。 
BAG 9 代入 式 (3.2) PR: 
3z| C + òk.) Xu, E AUD] pcs(u, 十 0) = 0, 
0O«crc«l 
u.(0,5) 十 Ug, (0,5) = JG), u, (0,5 ORO, = ZG) 
ROKOS + 0u,(0,5)) = A(s) 
(3. 4) 
将 上 面 的 方程 展开 , 忽略 O) 项 ,并 按 5 的 阶 数 (5 S a 
M 将 方程 式 (3. O 分 裂 成 两 个 方程 ,边界 条 件 也 作 相 应 的 分 裂 ， 
则 可 得 到 两 个 定 解 问题 一 个 是 关于 去 的 定 解 问题 ， 


p SOEN 


u, (0s) = JG), ull,s) = g(s) 


一 pcs 一 0，0<z<<1 


(3. 5) 
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另 一 个 是 关于 02, 的 定 解 问题 ， 


| ADS 
Ou, C0, s) 一 0， óu,(1,s) =0 


23] — pcs, —— $a 
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(3. 6) 


应 用 数学 物理 方法 中 的 Green 函数 法 , 式 (3. 6) 的 定 解 问题 的 
解 可 表达 为 


一 Ka s) 37T sarok Ge! ) 3 


Iü, 


其 中 G, Go x! ,s) IAT : 


3 2 
L.= ALE A — pcs 


满足 齐 次 边界 条 件 的 Green 函数 , 即 


L,G, Cr ,x'! T») 一 d(x mn rz! ) 
G, O, z's) = G,(l,x' ,5) = 


将 式 (3. 7) 分 部 积分 得 


óu,(r,s) = — G,(x,a' 


1 9G, (xr ,x ,s) 2u, 
0 9 zx! 


0 


, 


利用 ôk. (0) = 64.(1) = 0, 再 将 等 式 丙 边 对 ES 


?2 f 3? G, (zx! 3*G, Gr! ,s) à u, 
一 zz 


3, Oka (x' )dx' 


EI = Gs) (3.7) 


(3.8) 


为 Tied. 将 ôu, 近似 地 表示 为 ;6x。 = unia 一 u, d 


u Ue 


A(s) 一 


从 而 有 


4 x= 0, 并 利用 附加 条 件 得 


9 u,(0,s) -| 3! G,(0,z' ,s) 2i, 
ðr Jo 9 xà x 


b, (s) = fa ss)ôk, (ZI )dz' 


CR (x! )dz' 


(3. 9) 


70 偏 微分 方程 着 问题 的 数值 方法 及 其 应 用 


其 中 
b.) —ÀG) — Pun 


3*G,(0,z' ss) Qu, Cz! ,s) 
3 xà x! Ə z' 
这 是 关于 ôk (r) 的 第 一 类 Fredholm 积分 方程 ,由 此 方程 可 
解 得 k (2), | 
为 了 求 得 式 (3.3) 中 的 数值 解 , 将 式 (3. DRES = sG = 
1,2,…, 了 ) 个 节点 上 离散 ,对 于 右边 的 积分 ,zx' =ar (j= 1,2,…， 
J) 个 节点 上 利用 任何 一 种 数值 积分 公式 展开 , 即 


上 LJ 
I S265, (xz! )dz! = > Wwjan Cx) Sk Cz! ) 
? j= 


其 中 zw 为 数值 积分 的 权 因 子 , 故 式 (3.9) 可 离散 成 一 线 代 数 方 
程 组 


a, Cr! ,5s) = 


A,Y, — F, (3. 10) 
其 中 
Y, = (Ok, Ga! ) 05, Gs! ) so, Ok (ZI ))7 
F, = (GO) b. GG) s tte bns) T 
A, = (ais, 
aij wyarjs), i= 1,2, I, j=1,2,,J 
由 于 第 一 类 Fredholm 积分 方程 式 (3. 9) 的 不 适 定性 ,因此 ， 
方程 式 (3. 10) 一 般 也 是 病态 方程 ,求解 方法 要 采用 第 二 章 介绍 的 
方法 来 处 理 。 
PST 迭代 方法 的 基本 过 程 计 算 框图 如 图 3. 3。 
2. 关于 PST 方法 的 几 点 说 明 
OD 用 上 述 类 似 的 方法 ,很 容易 处 理 下 列 一 维 波动 方程 的 逆 
问题 
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天 0x1. t0 
zr 


初始 条 件 : u(xX,0) = 2u 
边界 条 件 ， wu(0,2) = Ko. PP = g(t) 


附加 条 件 : Jz 


给 定 初始 猜测 如 (z) 


Y 
I 应 用 数值 方法 求解 正 问题 (3. 5) 
4 D. 


对 所 选择 的 频率 s =s 0—1.,-D 
318 us Goss) E 2,71 


Green 函数 时 所 对 选择 的 频率 ， 


EHERXGGUNXG 6 的 
s 5, 得 到 -— ,5) 


， dr 
2* GC. i2) 4) G= 
^ 2202 C5 L2 


求解 第 一 类 i 积分 
方程 式 (3. 9) 得 到 OR (x) 

t 
ka = set TG) 


ERRRGERX 
Pur 55) 96G,O0,1,5) 


EXY- 


图 3.3 


需要 确定 参数 4&(z) ; 
上 述 波动 方程 的 逆 间 题 在 复 频 域 内 的 形式 为 ， 
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PALE PEDIS ec'u(z,s) — 0, 0c z«l 


u(0,5 = F6), uü,2-zG 
E = A(s) 
HP u Tg h A SN ult) KO ,g(t) ,h(t) 的 Laplace 变换 。 

不 难看 出 ,上 述 问 题 的 形式 与 式 (3.2) 是 完全 相似 的 .所 以 ， 
可 以 用 同样 的 方法 处 理 , 这 正 是 PST 的 优点 之 处 。 

(2) 频率 := s, 的 选取 原则 , 

我 们 知道 , 复 频率 s 的 选择 必须 取 那 些 使 得 2. Jg. PX 
义 的 复 频率 ,而 这 可 选择 的 复 频率 是 无 限 多 个 ,我 们 只 能 选择 有 限 
多 个 。 若 复 频率 的 元 系 个 数 选 的 过 多 ,这 一 方面 增加 许多 计算 工作 
量 ,， 另 一 方面 相应 的 离散 后 的 线性 代数 方程 组 的 条 件数 将 急 又 增 
大 ， 从 而 影响 重 构 的 精度 。 如 果 复 频率 的 个 数 选 的 太 少 , 重 构 的 解 
也 将 不 精确 .计算 实践 表明 ,的 大 小 取 在 N < 了 < 一 2N(CN 为 重 构 
E Cr) 的 总 分 点 数 , 即 线性 代数 方程 组 未 知 量 的 个 数 ) 比较 适宜 ,而 
5; 的 取 值 一 般 为 自然 数 。 

著 s, 选 纯 虚 数 , 则 对 偏 微分 方程 取 Laplace 变换 可 视 为 对 偏 微 
分 方程 取 Fourier 变换 。 由 于 一 般 函 数 的 频 域内 具有 振荡 特性 ,这 
对 求解 逆 问 题 的 精度 带 来 了 许多 困难 , 因此, 一般 PST 方法 都 在 
— 复 频 域内 考虑 。 

(3) Green 函数 G, Cruz! 5) 的 数值 计算 应 当 尽 量 避 免 ,在 上 
面 考虑 的 逆 问 题 中 ， Lio = 0, WRG. 9) 可 化 简 为 

fi Pera :5) | Bk, Ga dz 


= ŁOT [2:2 - ks) (3. 11) 


REBET Green 函数 的 计算 困难 。 
(4) 关于 待定 参数 的 边界 条 件 问题 。 
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在 本 节 中 我 们 又 补充 了 关于 待定 参数 的 一 个 条 件 : 即 kO) 
= 6k.(1) = 0。 这 表明 在 迭代 的 每 一 次 循环 中 k, C) 在 端点 处 应 
保持 不 动 .这 意味 着 :关于 《(zx) 的 初始 猜测 应 当 具 有 k0) 一 
RCO) & CL) 二 有 (0), 这 一 条 件 的 补充 可 以 从 几 个 方面 去 理解 : 

(D 积分 方程 中 的 未 知 函数 O4, CO) 出 现在 微分 号 下 ,因此 为 了 
使 解 唯一 必须 加 一 边界 条 件 。 

QD 偏 微分 方程 式 (3. D PURER) 视 为 未 知 函 数 ,那么 这 
是 关于 k(x) 的 一 阶 微分 方程 ,应 当 加 上 一 个 ( 初 ) 边界 条 件 。 


这 一 附加 的 条 件 意味 着 一 个 端点 处 的 热传导 系数 应 当 是 已 知 


的 。 如果 我 们 能 够 给 出 两 个 端点 的 热传导 系数 ,从 数学 的 角度 ,条 
件 给 多 了 ,可 能 没有 解 .而 在 应 用 中 ,如 果 给 出 的 这 些 条 件 不 是 错 
误 的 ,那么 条 件 给 的 多 ,会 为 求解 提供 更 多 的 信息 ,其 解 的 精度 将 
相应 地 提高 。 

应 当 指 出 ,这 个 条 件 并 非 是 PST 迭代 方法 的 必要 条 件 , 我 们 
可 以 直接 处 理 式 (3. 7) 的 积分 方程 ,这 样 , 便 可 避免 这 个 条 件 。 

(5) 每 次 迭代 的 计算 工作 量 为 :计算 了 次 正 问题 十 计算 1 次 
Green 函数 十 计算 1 次 积分 方程 数值 解 。 

3. it X X 

为 了 检验 PST 选 代 方 法 的 可 行 性 ,进行 数值 模拟 计算 是 十 分 
必要 的 ,因为 At),g() 的 选择 不 同 不 会 影响 数值 迭代 过 程 , 因 
此 ,为 了 方便 起 见 , 我 们 选 笃 g(1) = 0 ni —1620,h0 BJ 


ERG. D 确定 , 则 多 (s) = 0 = liic = 一 t 


对 每 一 个 (zx), 式 (3. 5) 求解 采用 二 阶 有 限 差分 术 式 来 
R, EKR 0.1。 对 第 一 类 Fredholm 积分 方程 式 (3. 11) 采用 梯形 
积分 公式 来 离散 化 , 步 长 取 0.1.。 此 外 , AAE s 选取 为 1,2,…， 
11。 精 确 的 扩散 系数 4" (z) = 1, 

.对 6 个 不 同 的 初始 猜测 函数 eC HER] EGO 的 计算 结果 
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见 图 3.4Ca) ~ CÓ, || k^ (x2 — EQ l|, I| Cr) — EL CD UE, 
精确 情况 见 表 3.1. 


0.5 1 
(eo (让 


图 3. 4 
LERH R BRARD 带 点 虚线 为 有 (Iz) 


第 三 章 PST 与 GPST 技术 75 


Æ 3.1 
图 号 | ERKE EO 一 Ce) lh Ie GC) — &GO ll 
o| s ] em | em 
0» 7 2. 236 0. 138 
(c) 14 3. 830 0. 291 
(d) | 10 9. 000 0. 361 
(e) 10 | 1. 844 0. 187 
778 10 0. 490 0. 056 


3.2 Green 函数 的 数值 计算 


从 上 节 关 于 PST 选 代 算法 的 过 程 可 以 看 到 :关键 的 一 步 是 要 | 


计算 Sturm 一 Liouviller 算 子 的 Green 消 数 ,对 于 PST 迭代 方法 处 
理 其 它 类 型 方程 的 逆 间 题 也 都 需要 计算 某 个 偏 微分 方程 的 Green 
函数 。 本 节 将 介绍 应 用 有 限 差分 法 计算 Sturm 一 Liouviller 算 子 的 
Green 函数 。 

考虑 Sturm 一 Liouviller 微分 方程 


他 一 让 |+ u = 3G — z), 0cz«I 


u(0) = 0, u(l)=0 
(3. 12) 
其 中 p(x) 之 po > 0, g(x) 守 0, z, € (0,1), 
首先 将 求解 区 间 剖 分 成 有 限 个 子 区 间 ，; 
设 对 区 间 [0,1] 的 前 分 为 ;0 = m 之 zi 之 … 之 z= lhi 二 


(i = 1,2,,n), 
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然后 ,应 用 Keller 使 式 积分 法 进行 离散 化 ， 
HRG. 12) 在 [zeit 和 于 区间 进行 积分 得 


-站 在 d dos jac - [7 aoude = | 


"T3 — xz)dz 
即 


xl 


wG, 4) — wlat) + | "T qudz = 8, (3.1 ~ 


*i UT 
其 中 wlz) 一 p e ， Ôa 
采用 梯形 积分 公式 得 


| ‘Taudz = Io + hidla Crip Du Crin) 


=- 人 l=i 
0， HE 


+ glx: DuGi 40] 
1 
= 40 十 hi Dai du 十 (qi.1 -F qi Dui 
tq i5 1] (3. 14) 
其 中 Gi 让 = qii), u; = ulz) 
wap, wap 按 下 列 方法 确定 ， 
du — w(x) 
B PG 


u(x) —u(r;.,)-— E adr = tw, 1) f. 


T G)0 得 


^1 wx) 
ur) — u(x) = f pdr = w (Tist) Piri 


Z=’ dx ~ — T+ dr 
其 中 P= ju pon" Paf PG 
将 上 式 代 入 式 (3. 13) 得 
Ui — Uia Ws — hi +h; 
[3 t 一 x. 十 4 4 [eau i+1 


+ 《git 让 十 qi pu 十 Qi iua] 一 ó, 
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整理 得 
Qili -1 十 biu; F Cititi = PP (—]1,2,,n-—1 
其 中 
hi + hisi uH 1l 
5 4 EE 
EDEN EN 
- tep taty 
h; +h 1 
Ci 一 


4 di-4 — $4 
注意 到 边 值 条 件 u = u, = 0, 得 到 下 列 三 对 角 线 性 方程 组 ， 


b ca ul Ôu 
az bh c us m 
i da: b, 2 Ca 2| |U, 2 Ô, 2i 


anı 5, 1J n-i Ôn- ui 


(3. 15) 
该 线性 方程 组 的 解 可 由 追赶 法 求 得 . 则 Green ERÉLGG 2 )(0 二 


re 1,0 < x' < 1) 在 离散 点 (ziyzi) 处 的 数值 Gr, x) 一 Gi 可 
由 式 (3. 15) 得 到 ,对 式 (3.15) 1 — 1,2,…,n 一 1, 得 


AG=E (3. 16) 
其 中 


Anz b, -2 Cr- 
an -1 b, 


G= (Ga) Dza DoE 为 nO— 1 阶 单位 矩阵 。 
从 而 有 


p 
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G-A! 
在 等 间距 前 分 或 对 式 (3. 14) 采用 和 矩形 积分 公式 离散 时 ,可 以 
证 明 
GG;,zr)-— Gr) 
这 与 该 问题 的 Sturm—Liouviller AFA Et HAEA. 
从 上 述 讨 论 可 以 看 出 : 
(D 矩阵 A 的 特性 (如 三 对 角 性 ) 主要 取决 于 算 子 工 ; 
(2) 方程 式 (3. 16) BS E ROB EE E, [L4 r 的 序号 与 式 (3. 15》 
未 知 量 zx; 的 序号 一 致 时 ,恰好 为 单位 矩阵 ,在 非 齐 次 边界 条 件 情 
况 下 , 它 一 般 不 是 单位 矩阵 ,因此 ,和 矩阵 E 仅 取决 于 边界 条 件 和 xz 
的 序号 。 
对 于 其 它 类 型 的 算 子 或 高 维 情况 下 的 Green 函数 , 它 的 计算 
方法 也 为 
G=A' 'E 
应 当 指 出 :应 用 PST 迷 代 方法 求解 逆 问 题 的 数值 解 时 , 对 
Green 函数 的 计算 方法 与 每 次 求解 正 问题 的 计算 方法 在 区 域 剖 分 
和 未 知 量 排序 号 方面 应 采用 一 致 的 方法 ,这 样 能 减少 许多 计算 工 
ER. 


3.3 改进 的 PST 方法 


从 上 节 关 于 Green 函数 的 数值 计算 不 难 发 现 ; 它 的 计算 是 非 
常 困难 的 ,由 于 涉及 9 -函数 ,因此 它 的 计算 精度 准 以 保证 ,并 且 ， 
Green 函数 的 数值 计算 精度 直接 影响 到 PST 迭代 算法 的 收敛 速 
度 .但 在 某 些 特殊 的 情况 下 ,我 们 可 以 避免 Green 函数 的 数值 计算 
工作 ,从 而 构成 更 加 有 效 的 PST 迭代 方法 。 

I. 一 维 情况 

为 了 方便 起 见 , 假 设 经 过 Laplace 变换 后 ,关于 u Ou, 的 两 个 
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偏 微分 方程 的 正 问 题 分 别 为 
9 I u, u 
l ka Fg) 4-9 (3.17) 
uf (0,5) = JG), u®Ad,s) = g(s) 
9 9 ðu, 9 3 u, 
及 [rst Jr | 一 sw 一 AE "Hd (3. 18) 
Out?" (0,5) = Ou? (1,5) — 0 
附加 条 件 为 | 
$us RO, 5 NEEDS (3.19) 
这 里 wp 的 取 值 为 0.1, 表 示 不 求 导 或 求 一 阶 偏 导数 。 
式 (3. 18) 人 
ĝu, = - ['e. Gr ,r 823 jon. 5 dx' 
右边 利用 分 部 积分 ,并 左边 用 xz 一 u, 近 似 代替 ôu, 得 
uCr,s) — u,(r,s)-m Sean 5) EE PALA (xr! )dz' 
0 x' 
(3. 20) 


将 上 式 两 边 对 z 求 导 , 且 乘 以 有 (zr)u(zx,s), 并 依次 令 xz=1， 
T= 0 相 减 , 则 
左边 = 9 (u — u,) 


' 1 
Jz E. Gu, Gras) | 


右边 =| 


! Qu, , ， 
[5 五 一 有 Gu, ae] = sk, (x! )dx 
9 x! ofz 


而 EE (r)u, en] 


=f "ES zu, 2€ 2 rds 
n odz 9 
= [Ll Se - se. kae s fos EA : dr 
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= IS — z' Ju, Gr .s)dx 
0 
fa 3u| [29 2t) a Ja.) 
+ e 28 [5:0 $2] sa JC. jd 
= u(x ss) +G t Sk aS 
= u, (r s) + G, (£, x! ,s)k, (x àz |, 


如 果 第 二 项 为 零 , 则 可 得 到 关于 ek) 的 如 下 第 一 类 
Fredholm 积分 方程 


— 1 n 2 
e DA ons oss) = | [Z] akada! (3.21) 
or o odz 
要 使 第 二 项 为 零 , 即 
、 ' Ju, |! 
G, Gr 427 一 0 (3. 22) 
- T 9 


则 只 要 下 列 条 件 之 一 成 立即 可 。 
(1) 边界 条 件 u(0,2 = 了 (s)，u(l1,s) = gG) 
这 时 G0,x! ,5) = G,(l,z' ,5) 一 0 


(2) 边界 条 件 ， u(0, — 7G), PEUS) =0 


这 时 Goz, = 0， AD 
9r 
(3) 边界 条 件 ， POS = 0， uad, Lg 


这 时 Peu) =0, G.G,z',)2-0 
r 

(4) 边界 条 件 ， PUO Lo, UUD o 
R 2u,(0,s) 2 u,(1,5) 
这 时 UD c9 C-0 

在 上 述 四 种 情况 下 ,关于 04. GO 的 数值 计算 可 以 采用 2. 3 节 
的 方法 得 到 ,从 而 避免 了 Green 函数 的 数值 计算 。 

若 待定 参数 是 多 参数 情况 ,如 p(z) .4A(z) 为 待定 参数 , 则 式 


(G. 17) 和 (3. 18) 中 的 方程 分 别 为 
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E 9 us u 7 
x . S | — spa, = 0 (3.17!) 
A3 3 òu, «| — se du. -- £a. 24 | + sudo. (3.18) 
SM" 
P I Gn) re) | 一 M | Bb Cr) 十 wsos dz 
对 多 参数 和 一 维 波动 方程 的 情况 , 吉 开 Green 函数 的 数值 计 
算 条 件 和 单 参 数 待定 的 情况 相同 。 
2. 二 维 情况 
考虑 抛物 线 偏 微分 方程 的 逆 问 题 
Au £5 = 0, r€ 0, t>0 (3.23) 
其 中 
9 du 9 Ju 
Au = PELA 2i] 十 LIE A 


初始 条 件 ; u(0,r) = 0, re n 
边界 条 件 : ula cfe. E| memo. ro 


9 
附加 条 件 。 2t —9G.40, 9N CIN, t0 
n jan 
对 式 (3. 230 .边界 条 件 及 附加 条 件 取 Laplace 变换 得 
Au 十 5 一 0，rEDn (3. 24) 
边界 条 件 ， ula 一 Fr， 下 | em) (3. 25) 
附加 条 件 ; 了 a V(r,), 20,C 30, (3. 26) 


其 中 L[uG.D] = u(DL[fQG0] = F(r,s),L[gtr,pD] = 
gKr,s),L[VG,t)] = Vr,s), 

应 用 PST 基本 达 代 格式 ,将 问题 分 解 成 二 个 定 解 问题 ,其 中 
一 个 是 关于 u: 
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Au. su, 0 
3. 
| " aa, = Flr,s), 9 ús = gr, ( 27) 
20, 
其 中 
9 9 9 9 
A, = LIA 5 十 PAD 元 | 
而 另 一 个 是 关于 Ou, : 
[2 d u, 9 d u, 
A. Ou, + su, = [X (à. 2 5. [9t 22] 
3 6u, M (3. 28) 
ðn 2n, 
对 式 (3. 28) 应 用 Green KRATERE 
8 (cr) = -J[e UN [55 r |o, Cr) d 
+ 5l 25 d Jaa, (3.29) 
HPG CrO 一 (zy 0D 满足 方程 
AG, Crr! ) 十 srr' ) 一 Cr 一 r) 
G,|;o, — 0， 3G, o (3. 30) 
! ðn 20, 
为 加 速 收敛 ,将 式 (3. 29) 近似 改 为 
9 (u(r) — u.(r)) 
ðn 
= [[(3G.G.r»r a oh, 9 Uu, 
J 3« Ed 32] * sy [hy] Jao 
_ 3u), 9 {3G,, ðu, 
iis E 9h. 3 p 中 二 了 | 3 Jan, 


n 
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3 G,G ,r' à re, (r' )dr' 
dn 


3*G, à u, 2!G, du, 
« [Les 3 x' *3yàn 9 y Ix (3. 31) 


由 附加 条 件 (3. 26), 上 式 可 以 作为 计算 08. 的 第 一 类 Fredholm i 
分 方程 。 

为 了 避免 计算 Green 函数 , 作 如 下 处 理 : 将 式 (3. 31) 两 边 乘 以 
E. (rju, (r), JETR 20, 作曲 线 积分 , 且 注 意 到 式 (3. 28) 得 


[few 9 (ulr) 一 ua, 
ðn 


an 


- - [[[2892 Sarr Yar Jte Fe dr 


20,738 an 
+ [ee [[[ [5 2 
" E S.. E Js. dA, I (3.82) 
等 式 右 边 第 一 项 为 
L=- f li 3G. Pera) ) Peak, (r')dr' Jt eo FG dr 
(3.33) 
ao 7 0 时 ,有 IT, — 0, 
等 式 右 边 第 二 项 为 
n- [UAS 


2G,| 3u, 
十 | | 5: Joran, Jeau, (r)dr 
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9 IG., |3u, 
=f [>l J e». In d" EE d 
3 1 


Dn 


9 t, Jar. Cr' ydN, (3.34) 
9y 


IA | b Gu. C) Cdr 
3 y E on 


在 上 述 关系 式 中 


_ ffr al 2G. 23[, 2G, 
= [ts 到 + A Jy“ 


= JE PES S x Jean. 


一 [foc — r! Ju, (MdA, -| [A.u, — su, JG.d 2, 
ü n, i 


+ alze 


= u(r) 十 | h P G dr 
Qo n 


AES E SG, | Jaa, 
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ZI 


,一 0 假设 下 ,由 式 (3. 34) 得 


EINA, ERREZE] 


n= J POT + rs oa 


+ JU Er zy LGe) ak, dn, 上 (ryu, Gdr 


(3. 35) 


这 时 由 式 (3. 31) 最 后 得 
9 (u(r) 一 un, 


2 35 
[5s 
a 


les 


代入 边界 条 件 得 


Jota, 


[orans o [wes — eue dr 


- [its ele E -] "Jos. can, (3. 36) 


MI — 0 和 式 (3. 35) 成 立 的 条 件 ,可 知 式 (3. 360 成 立 的 必要 
条 件 为 所 提出 逆 和 问题 的 边界 条 件 和 附加 条 件 应 满足 下 列 条 件 
之 一 ; 

(1) 边界 条 件 ， zjo = or,b) 


附加 条 件 ， | = r,t) 
?|32a 


未 知 函 数 Er) 在 边界 30 EB. 
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、 _ duj 二 
(2) 边界 条 件 : u aa, = fit, Jn 22, 0 


附加 条 件 ， E 


且 未 知 函 数 &(r) 在 边界 9 0, 上 已 知 。 
(3) ARAY: 452-0 


附加 条 件 : 3 
(4) 边界 条 件 ， ula =0, S 


= g(r,t) 


= Ys) 


an 


2D, 


附加 条 件 ， 了 | m g(r 


上 述 四 种 情况 在 实际 的 道 问题 中 有 时 是 容易 办 到 的 。 
对 于 双 曲 型 偏 微分 方程 ,我 们 仅 需 在 式 (3. 24) 中 将 su 改 为 
su, 便 可 类 似 地 进行 讨论 。 


3.4 GPST 的 数学 方法 的 描述 


考虑 线性 偏 微分 方程 组 的 初 边 值 问题 ， 
L(C(x),Du(x,D —0, x€0, t»0 
Bu(x,t) = f(x,t), xEN, t>0 (3. 37) 
E(x,0) = g(x), ED 


其 中 为 一 向 量 函 数 , 工 为 矩阵 微分 算 子 ,B XB PERLE CE ECT? 
E 为 矩阵 初 值 算 子 ,C(x) 为 待 求 向 量 函数 ,L 线性 依赖 于 COO. 
为 区 域 ,9 0 为 区 域 边界 。 

算 子 识别 的 一 类 道 问题 可 提 为 ,从 式 (3. 37) 及 下 列 附加 的 边 
界 条 件 ,来 确定 乙 算 子 中 的 未 知 参 数 CCr)。 


PER) = px,t), x € à Q' (3. 38) 
n an 
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其 中 为 法 线 方 向 导数 ,3 0' 为 边界 30 的 一 部 分 或 全 部 。 
” GPST 方法 的 第 一 步 是 将 式 (3. 37)、(3. 38) 关于 变量 : 取 
Laplace( 或 Fourier) 变换 ,得 

LC Ur,s) = H(x,, rEN 


BU(x,s) = F(x,s), x EA (3. 39) 


9U(x,s) = $(x,), LEIN’ 


a 


其 中 ,Z,B,0,F,@ 分别 为 L,B,u,f,9 的 Laplace 变换 之 象 。 

第 二 步 ;迭代 过 程 , 设 

Ca- = C, + 0C, ,U,., = U, + óU,, n = 0,1,2, (3. 407 
XP C, GO 为 初始 猜测 向 量 , 并 且 假设 ILU, 4 «ILU, | I eC, |l 
« IC, | HEG 40) 代入 式 (3. 39) 并 略 去 二 阶 增 量 项 O(82:) ,并 


按 增 量 的 阶 数 (8 0) 分 类 得 到 二 组 定 解 问题 ,一 组 是 关于 忆 , 的 
微分 方程 
LC U(x) = H (xs), rEN 
| (n = 0,1,2,.) 
BU.(x,s)) = F(x,s), x EN 
(3.41) 
另 一 组 是 关于 0U, 的 微分 方程 
人 = ZG,5,0€,U,,-), EN 


BoU.(x,t) =0, xEN 


(n = 0,1,2,*-) (3. 42) 
其 中 2 为 向 量 函数 , 且 线 性 依赖 Ca). 


若 以 G,(x,x' ,s) 表示 式 (3.42) 中 的 微分 算 子 二 的 Green i& 
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数 , 则 式 (3. 42) 等 价 于 下 面 的 Fredholm 积分 方程 组 ; 
OU, (x ,s) 


- | ce BAERE A dz 


(3. 43) 
将 上 式 在 3 0 上 关于 变量 x 取 法 向 导数 有 
元 60.(z,s) 一 9 C, Gro 5) us OC, Us) dr 
n a ðn 


(3. 44) 
以 U(x,s) 一 U(x,s) R SU, GE x € 8 0' ,上 式 变 为 


$5) — 2 Ux, 
dn 


9 G,(Gx,x' ,s) 
= | i Zass,96, )U, 7 dx’ (3. 45) 


上 式 左 端 的 总 U(x,s) 若 已 算得 , 则 左 端 为 已 知 的 ; 右 端的 
JaC- ,9 对 适当 选取 的 一 组 ， 值 可 通过 数值 方法 得 到 ,从 而 


XX. 45) 是 关于 C. (x) 的 第 一 类 Fredholm 积分 方程 组 

选取 一 组 离散 的 频率 5( = 1,2,…,7), 人们 可 以 用 数值 方 
法 计算 积分 方程 式 (3. 450 的 数值 解 ,不 幸 的 是 这 类 方程 一 般 是 不 
适 定 的 ,这 种 特性 将 给 数值 计算 带 来 许多 困难 。 当 然 , 人们 可 以 利 
用 Backus—Gilbert 方法 正则 化 方法 来 求解 。 

GPST 的 基本 近代 过 程 如 下 ， 

OD 首先 给 定 待定 函数 的 初 猜测 Co(x)， 

(2) 选择 的 一 组 值 5 (7 — 1,2,…,J), 利 用 数值 方法 求解 式 
(3. 4) 中 的 Uolx,s,) REF È H Green 函数 GolCx ,x' 5); 


D 应 用 有 限 差分 方法 数值 计算 沁 Ds(z,5) D Gs Ga i, 


c. X€ 8346 
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(4) 对 s= sG = 1,2,:,J) 数值 求解 积分 方程 组 (3. 45) 得 


到 GCCxz)， 从 而 
C, = C, (x) + €,) 


这 一 适 代 过 程 可 以 重复 下 去 ,直到 满足 精度 为 止 。 


3.5 解决 二 维 扩散 (或 波动 ) 方程 
逆 问题 的 GPST 方法 


考虑 如 下 二 维 扩散 (或 波动 ) 方程 的 初 边 值 问 题 ， 
Tr y) Vu) — et =0, (zy EN, t»0 
(3. 46) 


边界 条 件 ; (2 + au) r = fry, A=1,2,.…,A 


(3. 47) 
初始 条 件 ; u(r,y,0) = 0， (r,y) € f), r—],2 (3. 48) 


9 
3,400» —0, ay EN, r—2 (3.49) 


其 中 7 = 1 为 扩散 方程 ,r = 2 为 波动 方程 ,2 为 (z,y) 平面 内 的 一 
PEREKRE, T =T, 十 … 十 为 0 的 边界 。 

上 述 定 解 问题 的 一 类 北 问 题 是 从 已 知 的 常数 p, 边界 条 件 
(3. 47) ,初始 条 件 (3, 48)、(3. 49) 和 下 列 附 加 条 件 ， 

u|r, = hGy,D, T,CT (3. 50) 

来 确定 未 知 函 数 ICM 

假设 (x,y,2) .hh(r,y,t) 和 ux, yt) 的 Laplace 变换 均 存 
在 ,按照 GPST 的 一 般 过 程 有 下 列 步 又 ; 

第 一 步 : 将 式 (3. 46) ~ (3. 50) 转化 到 复 频 域内 , 则 有 
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V(GWVv) — psv —0, (zr, Ern (3. 51) 


E + aw = Filz, y,s)s A= 1,2,..… ,A (3. 52) 
dn r 


a 


v|r, 一 五 (zy 中 (3.53) 
EP vG y 2.FiGiy s) T HG.yss) Ar 8I ur yix, 
yt) Lh Gs y. W Laplace 变换 之 象 。 
因此 , 原 道 问题 转化 为 在 复 频率 内 从 已 知 的 参数 p、Fi(x,y， 
s) 和 HG.ys. 以 及 式 (3.51) ~ (3.53) 来 确定 未 知 函 数 
&CZyy)。 
第 二 步 :建立 迭代 过 程 , 令 
UT ys) = vr, y,s) 十 Gu。 
M = k, (x,y) + ôk, 
其 中 如 (x,y) WRAR R Ry) 的 初始 猜测 函数 ,| ky) | 
UR ll Ôk, ii 9 Jl vr, ys) Jl > | Ov, lj MG, y) |r =k, Gyr 
式 (3. 54) 代入 到 式 (3. 51) ~ (3. 53) ,忽略 8 和 高 阶 项 ,可 得 到 关 


(n = 1,2,……) (3. 54) 


于 vw (zy,s) 的 椭圆 型 偏 微分 方程 组 
VG,Vv,) —psív,— 0, (ry EN 
[| cas = FiG,y,s), à= 1,2, A 《3 55) 
1 DA 
以 及 关于 Ov, 的 椭圆 型 偏 微分 方程 组 ， 
V (GR, V8v,) — prbu =— V (Ok, Vv), (rz,y) EN 
bl 一 0， 人 一 1, 2 人 
n DA 
(3. 56) 


- 利用 Green 函数 方法 ,上 述 椭 加 型 偏 微 分 方程 组 的 解 v. 可 表 
示 为 


ôv, — — [jc via (y! 5) V (OR, Vv)dz'dy' (3.57) 
ü 
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其 中 GG. yix! y ss) 为 式 (3. 56) 偏 微分 算 子 的 Green 函数 。 
在 T, E% ôv, = v... — v, P v.i H HG y, 代替 ,得 


or »y! ,5) r V COR, Vv ddz’ dy' 
a 1, 


= [w,y.s) 一 H x yss)]]r, (3. 58) 
于 是 ,扰动 量 ,由 上 述 二 维 的 第 一 类 Fredholm 积分 方程 
确定 。 | 
下 面 讨 论 式 (3.55) 中 w(z,y'5)、 式 (3.56) 偏 微分 算 子 的 
Green IK G, Gr ys! y! ,5) 的 求法 。 
假设 用 小 四 边 形 ( 或 三 角形 ) 对 G 进行 剖 分 ,每 个 计算 网 格 点 
用 (x,y) 来 表示 ,对 G 内 的 一 般 内 点 (zi,y))( 简 记 为 (i 让) 处 , 式 
“(3. 55) 的 近似 方法 采用 Keller 盒 式 积 分 方法 , 即 对 式 (3. 55) PRI 
EKR 02;; 进行 积分 ,得 


f[va.vv» 一 ps'v,dxdy = 0 (3. 59) 


B. 


由 Green 公式 得 
+ 3 v, 
Df, + Spd’ 一 f 


式 (3. 59) 中 的 边界 积分 能 采用 下 列 方法 近似 ， 
| k, Sdy A hj T s [ms — Tu 


[oro.dzdy 一 0 (3. 59' ) 


2cos0, Yapari 
UVanj-) — Uni. 
try ising, Iu (3. 60a) 
Ju ba 十 有 TD 一世， 
h LÀ Y LI ni.jl ai j+] ni, j 
| "ðn d 2cos0， | Ya j- pa. 
Vani Li U, 


— ni~laj ， 
r A sind, |, | B. 60%) 
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zv: Raisi + hy Uu-ij — Usi, j 
dy m terc 


Ya- 1j) 


U..j-1 一 Uni jtl 
一 sina. 7 

27, ,| 3 
L2 十 ki,j_1 [5 — U,j 


D. Y > 
T n EF 2cosÓ, 


Vasj- n.p 


Uaiz]j — Uw-]lj. 
一 H sinp, MY. 
27, 4 4 


AG. 59) 中 的 面积 分 采用 下 列 方法 近似 ; 


由 ee = orn A, 


(3. 60c) 


(3. 60d) 


(3. 60e) 


Km 6 为 边界 法 线 方向 与 边 的 夹 角 ， Y, H rn, 的 长 度 ， Yao. 为 
Gaj) 与 (p,g) PS ex [B] d RE RE LA, 为 小 四 边 形 A. 的 面积 , 见 见 示意 


图 3. 5。 


在 边界 上 ,如 (1,9) 点 ,采用 下 列 方法 来 通 近世 
3 v, 


ôn 


图 3.5 内 网 格 点 (i,j) 的 差分 示意 图 


~ 
e Y a.a. 十 Xeon 
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Zeri 一 Ya-1 Sing (3. 60f) 


Y a.oaern 十 ya. Dd,e) 


其 中 6 如 图 3. 6 所 示 。 
对 于 式 (3. 56) 的 Green 函数 可 采用 上 述 同样 的 方法 处 理 ,不 


同 之 处 在 式 (3. 590 的 右边 增加 了 一 项 关于 6 一 函数 的 积分 , 即 


ls (i,j) = (psg) 
Y.. drdy = 
je a. poo) y n" Q,J) 天 (p.q) 


(3. 61) 


d 


3.6 ”边界 网 格 点 (p,q) 的 法 方向 示意 图 


因此 ,关于 v.(z,y,s) MG zyr oy! S 离散 后 的 线性 方程 

组 的 系数 矩阵 是 完全 相同 的 ,不 同 之 处 是 右边 的 自由 项 .为 了 提高 
计算 效率 ,对 于 mw Gy D BIG. Gn yiz! y S 可 用 下 列 线性 方程 
A,Ck, ,5) (V. G),G,CP,,5)) = (BG),CQy,5)) (3.62) 

其 中 AL G5). 由 椭圆 型 偏 微分 方程 式 (3. 55) 离散 后 得 到 的 五 对 
MEREV.) 是 v.(r,y,s) 在 所 有 网 格 点 上 的 值 ,G,(T,,s) 是 所 
有 Gna’ oy! i 的 值 构成 的 矩阵 ,B(s) 是 由 式 (3. 55). 的 边界 
条 件 而 确定 ,CCT,,s) 是 由 式 (3.56) 的 边界 条 件 和 5 一 函数 
9 o. ooo? 而 确定 的 矩阵 . 若 总 网 格 点 数 为 NN, 边界 总 节点 数 为 
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M, 则 GT,,s) COT,,s) 为 NXM MIER, B. V. 为 N 维 向 量 。 
对 式 (3. 58) 的 积分 方程 采用 相同 的 四 边 形 区 域 作 前 分 和 离 
散 化 方法 , 则 有 


Ə Ök, - 1 | [y AE — [I 22 
9 z' sin(#, — py) Yeapeartp F Yepa-np 


sing; 


Ok, j-1 一 Ok, . | 
uz 一 : sing; 3. 63a) 
Yn 十 Yape.s 1) Jj. ( a 
9 Ök, > 1 | 一 ók,.,.j TR, Li cosg 
Vaporip 十 Vapa 1. " 


9y sin(g; — gy) 


Ôk mij> m CA， 1 
Yapajen + Vapa D 


EP ppu RRR ERR FA E EE 轴 的 夹 角 , 如 图 3.7 
所 示 。 


cosg | (3. 635) 


图 3.7 e. 在 局 部 网 格 坐 标 系 下 所 表示 的 夹 角 


9v, ðv, 93*v, 


类 似 地 ,对 了 ,3 了、 各 和 9- 党 采 用 相同 的 离散 化 方法 ， 
则 式 (3. 58) 离散 成 下 列 线性 方程 组 ， 
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M, Gi, ,G, ,5,)0K,Cr,y) = 39.(5o) (3. 64) 
其 中 M, GG. s) 由 积分 算 子 在 复 频率 * s. 时 离散 后 得 到 的 矩 
ESK. (x,y) 为 所 有 网 格 点 上 的 值 构成 的 向 量 ,S.(s,) 为 式 
(3.58) 中 右边 在 复 频率 * s, 时 的 向 量 。. 
车" 选择 二 个 不 同 的 复 频率 , 则 OK. Gc. y) 由 下 列 超 定 线性 方 
程 组 确定 : 
M.u., G.)8K. = S, (3. 65) 
其 中 


MyC5) S.) 
" M : | zi : | 
nUn Gns) RC) 


由 于 第 一 类 Fredholm 积分 方程 一 般 是 不 适 定 问题 ,所 以 离散 
后 得 到 的 线性 方程 组 一 般 也 是 不 适 定 的 , 则 采用 正则 化 方法 得 到 
6K,, 由 下 列 方程 组 确定 ，; 

MiM, + «DK, = M73, (3. 66) 

其 中 了 为 单位 矩阵 ,a 为 正则 化 因子 ,> AMER., 

因此 ,利用 GPST 方法 解决 二 维 扩散 (或 波动 ) 方程 逆 问 题 的 

第 一 步 :选取 合适 的 初始 猜测 函数 总 (zy); 

第 二 步 , 对 不 同 的 复 频 率 s,, 利 用 有 限 差分 (或 有 限 元 ) 方法 求 
解 w(z,y,5) HG Lyst sy! ,s) 的 数值 解 , 即 求 方程 组 (3. 62) 
的 解 ， l 

第 三 步 : 利用 正则 化 方法 求 第 一 类 Fredholm 积分 方程 式 
(3. 58) 的 数值 解 , 即 求 线性 方程 组 (3. 66) ZiR SK., 

第 四 步 :由 (x,y) = Guy) 十 OR Gy) 作为 下 次 迭代 的 
初始 猜测 函数 . 

第 五 步 :车 v Guy, — Hir, ys) lr, < es 为 指定 的 精度 
参数 ), 则 计算 过 程 结 束 ,否则 ,再 次 执行 上 述 全 部 过 程 ， 
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数值 计算 实例 

在 没有 实际 测量 数据 的 情况 下 ,利用 下 列 过 程 来 证 实 上 面 介 
绍 的 GPST 的 数值 方法 的 可 行 性 。 

首先 , 选 定 一 个 函数 "(zx,y) 作为 目标 函数 ,边界 条 件 函 数 
Salz, 300 15,2,7,4, RE NIK Laplace Æ Flr, yss) 在 选 
EREMIE G0 (0 = 1,2,…,L) 上 的 值 .利用 有 限 差 分 方法 求 椭 
圆 型 偏 微分 方程 式 (3. 51)、(3. 52) 的 数值 解 , 并 把 v(z,y,s) 在 
DKC D) 的 值 作为 模拟 附加 条 件 H Gro ys) Co = 1,2, L). 

然后 ,选取 Ro Gr. y). 作为 目标 函数 的 初始 猜测 函数 ,利用 式 
(3. 62), (3. 66) 和 (3. 54), 求 得 (x,y) ,并 应 用 类 似 的 过 稳 可 得 
到 如 (xz,y)。 这 个 过 程 一 直 进行 下 去 ,直到 如 Gr 30 达到 极限 值 ,并 
观察 精确 的 目标 函数 "(zx,y) 能 否 被 重 构 。 重 构 的 误差 用 乙 , 范 数 
衡量 : 

= 1 &A" (zy) 一 如 (zy) ll: (n ERKO 3.67) 

例 1 在 式 (3.46) qu c = 2, 即 双 曲 偏 微分 方程 ,参数 p 为 
1, 边 界 条 件 及 目标 函数 k' (z,y),Az = Ay = 0. 1, 网 格 剖 分 如 图 
3. 8(a) 所 示 。{s,} 选 为 (1,2,…,15) ,初始 猜测 函数 选 为 k(x,y) 
= 1。 初 始 误差 A, 和 经 过 3 次 迭代 的 重 构 误差 A, 分 别 为 4. 47 和 
2.03。 重 构 的 结果 见 图 3. 8(0)。 

9802 在 式 (3.46) 中 选 = 1, 即 扩散 偏 微分 方程 ,参数 o 为 
1 ,问题 求解 区 域 为 [0,10] X [0,10], 边 界 条 件 为 xl = 1 e, 
初始 条 件 为 uCz,y,0) lo 一 0， 附加 条 件 为 已 知 ur, y,t) 在 正方 形 
?一 0 一 过 处 的 守 化 规律. 四则 分 为 Ar 一 A 一 PROEL 

115) ,初始 猜测 函数 选 为 《zr,y) = 1, 初 始 误 差 A。 和 经 过 10 


KERN EN RU as EAA 2 52 I 0. 50. 目 标 函数 4 Gres) E 
， FIERE E (ry) R 见 图 3- 9。 
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& 一 0 
(a) 


Wü 点 表示 测量 点 位 置 
带 尖 头 点 表示 “变化 规律 已 知 ,是 为 脉冲 宽度 为 0.5 学位 矩形 脉冲 


1.0 T 


(5) 
ERIE BRAR ARIRAN kalz, y) 
图 3.8 
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(10,10) 


图 3.9 
XH» Go) BRARD 点 线 为 重 构 值 As(z,y) 


考虑 如 下 线性 微分 方程 组 的 初 边 值 问题 


Bulxst)= f(r, x€210, t0 (4.1) 
Eu(x,0) = g(x), xEe 1 
其 中 4 为 一 向 量 函 数 ,为 矩阵 微分 算 子 ,B 为 矩阵 边 值 条 件 算 子 ， 
E 为 矩阵 初 值 条 件 算 子 ,C(x) 为 待定 向 量 函 数 ,了 上 线性 依赖 于 
C(xX), 介 为 区 域 ,90 为 人 的 边界 。 
微分 方程 的 一 类 道 问题 为 :从 式 (4. 1) 及 附加 边界 条 件 


J u(x,t) 
ðn 3 


[reor —0, x€£40, t»0 


= øx), x€23t cao, te [6,T] 
g 


(4. 2) 
来 确定 算 子 工 中 的 未 知 向 量 函数 C(x)。 
该 类 道 间 题 很 容易 建立 一 个 非 线 性 最 优化 问题 。 由 式 (4. 1) 
可 知 , 对 每 一 个 CCx) 都 存在 解 函 数 u(x,t), 即 存在 一 个 从 C(x) 到 
u(x,t) 的 非 线性 算 子 A P: ALC] = wlx,t)), 由 式 (4.2) 可 
知 ,存在 一 个 从 u(x,) 到 gx,1) 的 线性 算 子 A,( 即 ;4s[u(x,t)] = 
YX,2)). 因 此, 逆 间 题 就 是 解决 下 列 非 线性 算 子 方程 的 解 ; 
A[CGO ] = AL A[C GO ]] = p,e) (4. 3) 
利用 Tikhonov 1E HE RR i [81 B8 6 4 UI 90 3E PE RAE 
问题 的 解 : 
JC) = || ACC] 一 P 人 jaeoxtor 十 waDGC) (4.4) 
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其 中 ,a 为 正则 化 因子 ,D 为 (0) 上 的 稳定 性 泛 函 。 
利用 数值 方法 求解 非 线 性 最 优化 问题 的 解 , 便 可 求 得 逆 问 题 
的 数值 解 。 . 
最 佳 摄 动量 法 是 根据 算 子 识别 的 摄 动 法 、 线 性 化 技术 和 函数 
逼近 论 而 提出 的 一 种 数值 迭代 方法 ， 其 核心 过 程 为， 
(1) 建立 迭代 过 程 ， 
C.X) = Cx) + ôC, (x) (4. 5) 
其 中 , 摄 动量 00, G0 由 下 列 非 线 性 最 优化 问题 来 确定 : 
J.(C,.) = | ALC, + 6C.] 一 pl Poaix(oT] + eD(CóC,) 
(4. 6) 
(2) 对 上 述 最 优化 问题 进行 离散 化 ,并 采用 线性 化 方法 求 得 
9C, (x) 的 数值 解 , 即 求解 非 线 性 最 优化 问题 的 局 部 极 小 值 。 
本 章 将 讨论 最 佳 摄 动量 法 解决 一 维 \ 二 维 偏 微 分 方程 逆 问 题 
的 数值 解 ,以 及 利用 偏 微 分 方程 正 问 题 的 区 域 分 裂 方法 研究 逆 间 
题 的 区 域 分 弄 算 法 和 异步 并 行 处 理 技术 。 


4.1 最 佳 摄 动量 法 的 一 般 过 程 


本 节 将 讨论 由 式 (4. 1)、(4. 2) 所 构成 的 逆 问 题 。 

假定 设 逆 问 题 的 精确 解 为 C" (x) ,相对 应 于 式 (4. DEHE 
问题 的 解 为 u* Ge .C(x) 为 线性 完备 实 函 数 空间 K 上 的 一 个 元 
X.K 上 的 一 个 基 函 数 族 为 PCr), p(x), ; 则 


C'G) = Mr a) (4. 7) 
i=l 
取 有 限 项 进行 逼近 ,得 
Co) m P e, G) (4. 8) 


"的 大 小 取决 于 逼近 精度 的 要 求 。 
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因此 这 类 逆 问 题 就 是 确定 一 个 n 维 实 向 量 
k = (kie ska) € R' 


使 得 函数 
C(x) = >)Agi(r) = KD) (4. 9) 
i=l 
其 中 D(x) = CHEDE AE 2D 


同时 满足 式 (4. 1) 和 (4. 2) 。 
令 C(x) 对 应 于 式 (4.1) 边 值 问题 的 解 记 为 a(C(x);x,t)， 


C,G) = M e GO — kTO G0 HC GO 附近 的 一 个 函数 ,对 Colx) 
i=l 


增加 一 个 微小 扰动 量 3C,(x) = Dea) = OG), AEF 


Colx) + 6Colx), 式 (4.1) 的 初 边 值 问 题 的 解 记 为 u (C, G0). 十 

8C, ix rA COGO. 的 确定 问题 可 以 转化 成 ok, 的 确定 问题 。 

并 且 ôk, 可 由 下 列 目标 函数 的 局 部 极 小 值 来 确定 ; 
ðulC x) + Cx); x,t) 


2 


F[ók,] = 3n ^ ——— gXx ,t) iex] 
+ aS CÓk,) (4. 10) 
其 中 a 为 正则 化 因子 ,SC6k。) 为 9k, 的 稳定 性 函数 。 
由 于 90,00 是 微小 扰动 量 , 则 


&(CoCr) + OCo(x) x,t) 
= u(C x.t 十 Viu (C D ix 06k, + oCI 9€, » 


(4. 11) 
、 Fk, ] = Pa CODO en) — gt) 


2 


+ VI, ZS-a(6, sx) òke + aS (6k,) 
n a T) 


f x [o, 


若 在 区 域 0 x [0T] 离散 后 有 MM 个 点 (x% ,ts) lm — 1,2, 
M) ,而 取 S (ke) 一 Okrok, BU] 


102 偏 微分 方程 逆 问 题 的 数值 方法 及 其 应 用 


M 
F[3k,] = D) [£4 te ansta) 


m=) 


2 
+ VI 3u(C,(x);x, talak, ] + aókLók, 


ðn 
9u(C QO;x, 8) 
ðn Axt) 
a 93U. : 3U" : 
x ðn — “ , dn À 
3 U(C GG ix. t.) gy stu) 
dn 
A= (a, iux 
29 9 ， 
A m,i — 3 ki qe CoE) xut) 
则 上 式 可 化 简 为 


` — ALT AT wis - 2| 
F[ók,] = KTA" Ak, + 20kTA E z 


. T * 
[38 - 2v | PEEL | + gok (4.12) 


ðn ðn dn ðn 
不 难 求 得 F[9k,] 的 局 部 极 小 值 Ok, 满足 下 列 线性 方程 组 ， 
(ATA + aDòk, = Ar| $07 20) 

求 得 上 述 线性 方程 组 ,并 将 其 解 OK, 代入 式 (4. 9) 便 可 求 得 扰 
动量 SC3(zr) 。 

最 佳 摄 动 量 法 的 基本 和 迭代 过 程 如 下 ， 

(1) 首先 给 定 未 知 量 的 C(x) 的 初始 猜测 C. GO; 

(2) 应 用 数值 方法 求解 边 值 问题 式 (4. 1) 的 数值 解 ua); 


x,t) VAR aC D sx ut) Cm = 12, ,M) 


(3) 用 数值 微分 计算 和 T C GO xut) 
- +t [ee E TPX) Amtn) — 3u(Cy iro) 
t ðn ðn ] 
即 分 别 对 Cox) 十 ro, (xX) 一 1，2,…，2) 应 用 数值 方法 求 式 (4， 1) 


(4. 13) 


bad 
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IUC X) + c9, (x) x.t.) 
的 数值 解 ,并 求 得 TRO reed 


(D 求解 方程 组 (4. 13), 并 用 式 (4. 9) 求 得 扰动 量 ôC), i 

新 的 初始 猜测 为 
€, (x) 一 CoCr) + 8C, (x) (4. 14) 
重复 上 述 过 程 ,直到 满足 精度 要 求 为 止 。 

关于 最 佳 摄 动量 法 的 几 点 说 明 ， 

(OD 这 里 仅 讨论 了 在 时 域内 的 最 佳 摄 动量 法 ,在 频 域 或 复 频 
域内 也 可 以 建立 相应 域内 的 目标 函数 为 正 [Sko], 从 而 可 以 建立 类 
似 于 式 (4. 13) 的 关于 ôk 的 线性 方程 组 。 

(2) 对 关于 ulx,t) 有 非 线性 微分 方程 的 初 边 值 问题 的 参数 识 
别 间 题 ,也 可 以 建立 上 述 类 似 的 迭代 过 程 。 

(3) 每 项 迭代 过 程 ,需要 计算 十 1 次 正 问 题 式 (4. 1) 的 数值 
解 和 一 次 n X n 阶 线性 方程 组 的 解 ,对 于 具体 问题 , 正 问 题 数值 解 
的 次 数 可 以 减少 ,这 一 点 以 后 将 给 出 处 理 的 方法 。 

(4) 一 般 地 ETE ER SL6k。] 可 选取 为 的 ôK; Bök, (B 为 实 
正定 对 称 和 矩阵 ) , 则 式 (4. 13) 改 为 

aU: - 22) 


(ATA + aB)ók, = wr 
ðn ðn 


(5) 正则 化 因子 «的 大 小 合适 与 否 ,对 问题 的 迭代 收敛 速度 关 
系 很 大 。 


4.2 解决 一 维 线性 扩散 方程 送 问 题 
的 最 佳 摄 动量 法 


考虑 如 下 的 一 维 线性 扩散 方程 的 初 边 值 问题 ， 
zlem $5]- pc $5 =o, 0<z<1，0< 一 oo 


(4. 15) 
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u(r,0) = ur), u(0,t) = f(t), u(l,t) = g(t) 
其 中 w(z,z) 是 温度 ,ECz) 是 热传导 系数 ,p 是 密度 常数 ,c 是 比 热 
常数 。 

所 讨论 的 逆 问 题 是 要 确定 热传导 系数 (zx) ,为 此 需要 一 个 附 
加 条 件 


二 一 = h(t) 


35b fc fO. gh CO) 是 已 知 函数 ,并 且 他 们 的 Laplace 
变换 均 存 在 。 

假设 {gCz)) 是 C[0,1] 上 的 基 函 数 族 ,kt(z) € C[0,1], 则 一 
定 存在 实数 序列 {&,) ,使 得 

kr) = Shp) 
令 Dlr) = (Br) GT), k = GbR) € R 
E(x) = BT (z)k, | 
则 有 | 
&(z) = lim£, (z) = limi (e)k, 

其 中 R 是 维 实 空间 ,T 表示 转 置 。 

因为 k(x) 收敛 于 4ACz), 则 对 任意 小 的 e> 0, 一 定 存在 N , 当 
n>N, SK 

| k x) — kla) || <e 

因此 对 固定 n. 道 问题 就 变 为 从 已 知 的 HOP TON TONNPE: 
ucCr) RRE EG = 1,0), 

将 逆 问 题 转化 成 如 下 优化 问题 ， 


du, (x,t) , 
73r: | (4. 16) 


min f A(t) 一 
k € R^ 


EE ulr, iE 


工 
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9 Iu — 
[e t] p3 — o. 0czr«cl 0«t«o 


(4. 17) 
uCr,0) = ur), u(0,0 = f(t), u(l,t) = g(t) 
在 复 频 域内 ,上 述 逆 间 题 则 变 成 如 下 优化 问题 ; 


min | Hc» — 3S Cen (4. 18) 
X, CR" Er -0 
其 中 UU,(zx,s) 满足 


ar aU u 
eo sz]- PcsU (x,s) 一 一 peu (x), Occ r«l 


(4. 19) 
Ul(l,s) = F(s), U(1,s) = GG) 
其 中 F(s) = L[ft0], Utz.s) = L[u(z,0] 
GG) = L[g(O], H(s) = LER] 
令 Y(k,,s)— oaU, (zx,s) 


9r 20 
数值 迭代 方法 为 。 K+ Ok. KC 
对 首次 迭代 方程 ,左边 的 k 为 未 知 向 量 的 初始 猜测 向 量 。 
为 了 保证 迭代 过 程 的 收敛 性 , 要 求 摄 动量 Sk, 满足 ekl < 
|| k2 || 。 摄 动量 OR, 由 下 列 优化 过 程 确定 ， 
pin l HG) 一 Y (k? 十 6k,,5) || + aS Cok,) 


= min || Hs) — Y(k?,s) 一 VAY (d ,s)ók, | + eS ôk.) 
4 cR" ] 


(4. 20) 
其 中 


T o — 3 Y (k?,s) 2 3 Y (k?,s) 
VY (k?,5) 一 (Hen, UR 


S (0k) 为 稳定 性 函数 ,a 为 正则 化 因子 。 
对 一 组 固定 的 复 频率 5 (7 一 1,2,…,J), 取 Ii M 上 为 (x,x)， 


106 仿 激 分 方程 道 问 题 的 数值 方法 及 其 应 用 


SC — || ôk, || :, 则 上 述 优化 过 程 的 解 站 .可 由 下 列 线性 方程 组 
KME: . 
CATA + al)dk, = AT(H — U) (4. 2D 
其 中 
U = (Y (k1,s,) 了 (sy))7 
= GdG).. HG))7 
A = (aj Diei ai 一 PT 
上 述 选 代 过 程 的 形式 与 PST 迭代 过 程 的 形式 是 相同 的 ,但 它 
们 的 线性 方程 组 的 元 素 是 完全 不 同 的 。 
现在 讨论 4 的 计算 方法 ,把 关于 此 的 扩散 方程 的 数值 解 
U Gc; xs) iG 2g Ur Gros) M k + Sk, 的 扩散 方程 的 数值 解 U, Ck 
Tk, ix.,5) 记 为 Ui(z,s), 则 
UiG,s) = U$(k,ir,s)-- OU Crs) = U*(r,s) 十 GU? (x,s) 


把 上 述 公式 代入 式 (4. 19) ,并 忽略 ok, UED 项 , 则 关于 


T , 
a [PF Gk, (QU,).] — pcs3U (5) 
or 
9 car, ,9U, 
= — 3; L9 (x) 3z Jk. Oc r«1 (4. 22) 
$U,(0,s) 一 àU.,(1,s) 一 0 
利用 Green 函数 方法 , 方程 式 (4.22) 可 以 变 成 第 一 类 
Fredholm 积分 方程 


fs. Gr, S3 galeren? ) T eos jag ôk, = — àU,(x,s) 


(4. 23) 
!9G,(x,z'.s) 9 a ôU, (r,s) 
o 039 Jz — [ET r 27. arr U. 4x 'ók, = C779 


(4. 24) 
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其 中 GG 2 是 方程 式 (4. 22) 微分 算 子 的 Green 函数 。 令 工 一 
0, 则 式 (4. 24) 变 成 


1 3G 0,2,5) 9 pur o av 96U,(0,s) 
| pla wea = 
(4. 25) 
19G,(0,x'.s) 9 SSU,,., 
4 Aut) = . 2r 3: L9 ) zy ddz 
则 式 (4. 25) 变 为 sy 
90U.(0, 
CA, GO Az G2, AL Cs)) OK, — — 99) (4. 26a) 


另 一 方面 ,有 如 下 公式 成 立 : 
CUR r,s)— LU (Gk ix 5)Ók, 
o 9 o 
VAY Gr, = y: VAUGG 2| 


z—Ó0 


则 有 
CA,LGO, ALLG) A, G)ÓOk, =— VrY(k SI)OK。 
由 于 Ok, 的 任意 性 ,可 得 
VAY (kiss) 一 一 (4 GO, 45) 7 4,ALG)D (4. 265) 


下 面 讨论 A.G) 的 计算 方法 ,对 ALGO 应 用 分 部 积分 法 可 得 


. AOA 3U,|! 
Aj) = POE aur) 3 


- [ $s aU, 


o J xð x gr) Jr dz’ (4. 27) 
Iih AERC. 22) 的 Green 函数 可 写 如 下 形式 ;. 

C M.(x,N,G',s), OLL 
G, Go, zx »5) 一 

— M.G' s)N (£35), x r1 
EPM, Ge EN. G2 是 满足 方程 式 (4. 190 的 齐 次 形式 的 两 个 
线性 无 关 解 ,并 且 满足 边界 条 件 
N,(0,s) = F(s), N,(l1,s) = ł 


dM,(0,s) 
dr 


M,(0,3) —0, zFoGYXGPQk)! 
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因此 


A =— FO GYGI ORO -IN, G5) 


= FCs) (BT OK) Us) 
其 中 六 .(z,s) 是 方程 式 (4.19) 当 G(s) = 0 时 的 解 . 则 有 
2 , 
8G Qa) po y gr (OK) 200092 
Ir Ix 9 
于 是 式 (4. 27) 变 成 
AG) = 一 下 -10)(Gr(O)K) [8e o.c 


4 2D, zar] 


比较 式 (4. 2D P 265) 得 
A.GD Als1)) c AG) 
A= et | (4. 29) 
aC) /- Ak) +e AG) 
*4 (a Go) 选取 为 线性 分 段 函 数 时 , 即 
i— — 
ve rers 


© (4.28) 


p(x) = xil. 2, +l 
n 
0, 其 它 
1 
TE az, r€[0.7] ， 
0, 其 它 
1 nl 
" ERR ef ,1] 
0， 其 它 
则 有 
An (s) = F GI (55 d ng hdl 
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aU, aU, 
ar 3x. ict AU. 


Aon G) = F(s) (ka)! E 


An) =F Oo 2 20, i - Po. " 
若 取 OR, = ôk, = 0,g (t) = 0, 则 关于 OR, ,0 的 方程 组 
与 利用 GPST 推导 出 来 的 线性 方程 组 相 一 致 。 
效 值 模拟 
在 不 失 一 般 性 的 情况 下 ,选取 g(t) = 0. £0) 289 88 E E ER 
数 ,xo(z) = 0.k(x) = 1,AQ) H 
方程 确定 ,所 以 ,F(s) = s!， 
eth Vs 
e 


GG) 一 0,H (s) 一 一 


在 进行 模拟 计算 时 , 有 限 萱 分 的 
步 长 及 取 0.1, 用 梯形 法 对 积分 进 
TAR HEKK 0. 1。 此 外 , 复 
频率 选 为 5 = j(j — bes, 


1D. 9—92 6&4 96 G8 1 
例 1 取 基 函数 为 分 段 线性 d 
函数 ,初始 迭代 函数 为 好 (zz) = 
` 、 图 4.1 ka) 精确 解 与 道 问题 
2, 则 经 过 10 次 迭代 的 计算 结果 数值 解 之 比较 
WIS 4.1. 


812 ” 取 基 函数 为 多 项 式 函 数 %(z) = 2716— 1,2, M18 
迭代 函数 为 如 (z) = 1.5 一 4z 十 4z?. 则 经 过 13 次 适 代 后 的 计算 
结果 为 (图 形 见 图 4. 2) 

k(xz) = 0.999 94 — 0. 017 305z + 0. 022 882: 


D feli- ell 
则 逼近 函数 与 精确 解 之 间 的 差 1|" (z) 一 如 (zx) 上 对 于 迭代 次 数 


令 kr 一 好 (2)| = 
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m 的 变化 见 图 4. 3。 


1.6 1.5 
1.4À 422 一 1.5 — 4x + Az? 
. 1 
1.2 x 
«x 1 2 
0.8 0.5 
0.6 
0.4 
0 5 10 15 


o 02 04 06 o8 1 
[d 4.2. &Go 精确 解 与 道 问题 图 4.3 重 构 函数 精度 迭代 
数值 解 之 比较 次 数 的 变化 曲线 


m 


4.3 二 维 线性 时 变 扩散 (或 波动 ) 
方程 的 一 类 逆 问 是 


4. 3.1 最 佳 摄 动 量 法 的 理论 分 析 
考虑 到 二 维 线性 时 变 扩 散 ( 或 波动 ) 方程 的 定 解 问题 
VG Gy Vu) — pGiy ZE + feyt) = 0, 
(zy) E N, 1:790 (4.30a) 
边界 条 件 ， 25 = qGyysD, (x,y) E90 =T (4. 30b) 


初始 条 件 ; uy, —uG,. (y) EN, r5 1,2 
(4. 30c) 


9 u(r,y,0) 


31 — gir, (zy) EN, r2 (4. 3042) 
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其 中 7 = 1 为 扩散 方程 ,r = 2 为 波动 方程 ,0 为 zy 平面 内 的 一 个 
有 界 区 域 。 
上 述 扩散 (或 波动 ) 方程 的 一 TTA AX. 30 及 如 下 
的 已 知 附加 边界 条 件 ; 
zz 一 zz (zy) ET ICT (.30D 
KAERRA EC, yt). HE .rr 
的 几何 区 域 见 图 4. 4。 因 此 ,该 类 
逆 和 问题 是 要 从 已 知 的 函数 f(x， 
y as Gy) ps ys gn, 
y»).qGs.y.0 以 及 uGsyst) 来 
HE Eon. HT — RE ”图 4. 4， 问题 的 几何 区 域 示意 图 
下 ,zy 和 wy(z,y,t) 只 能 
在 一 些 测量 点 上 已 知 。 例 如 ,假设 它们 以 工 为 采样 周期 ,在 : = 
TTG = 0,1,3,0) 可 以 测量 得 到 , 则 该 类 道 问题 为 利用 已 知 的 函 
数 FTV us Gy). PR I ET I) gly iT) UJ Eu, 
y ATG = 0,1, ,7) 来 确定 kGr,y,t), 
fit (yi Ge 2) fü (8; (D) PHA CHR A MLO, oo) 上 的 基 函 数 
或 正 交 基 函 数 族 。 并 且 令 
kriy) = X, S kopla yg lt) (4. 32) 


i=l j71 


KG ys) m D MG yf) (4. 33) 


id ed 
Qe Gy») = GG y) (Vi Gr yf () v Ju Gr, 2$ )T 
um m (ATED AT SE J gbun)" € R^ 
其 中 R” 为 um 维 实 空间 ,T 为 转 置 . 则 
k(xsy,t) = ,lim hrm (Ts yt) = lim dL G,y, Dk, 


n, 


(4. 84) 
对 适当 的 Nm ,; 取 有 限 基 之 和 Rus Cr, ys) DR Rr y 0 Lll iX 
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类 首 问题 为 从 已 知 的 函数 SCE, Yst) oUo lT y) PCL, yt) go, 
glz y iT) AR u Gym 一 0,1, D ERE bu Gr y 0, Hp 
kano 

令 对 应 于 kun Ges y 0) 定 解 问题 式 (4. 30) 的 解 记 为 u(kn; 工 ， 
Yt), 


逆 问 题 可 以 转化 为 如 下 最 优化 问题 : 
min || ur, yst) — ulki £ yst) ll TTE (4. 35) 
ER 


其 中 uQ ir y 满足 式 (4. 30), Dp = (Cy, € Tt € [0， 
IT]. 
令 达 代 过 程 如 下 ; 
kl = k++ ok, /—0,,2,-- (4. 36) 
其 中 kin 为 初始 猜测 向 量 ,k:。 的 微小 扰动 向 量 Skin | OK 一 
| kin 》 由 求 下 列 目标 函数 的 最 小 值 确定 ; 
F[6k..] = | u,Cr. y — u (kin + ki. ix. yt) | ET, 
+ aS... ] © (4.37) 
HP a AEWHALS T S[0k..] 为 稳定 性 泛 函 。 A 
Zu, yt) 在 了 上 的 高 散 点 (z， SG 15,2,7,J) 和 它们 
关于 时 间 上 的 采样 点 (CT)(G = 1,2,…1) 上 已 知 ,并 且 
uk 十 Ok yr, yt) ” 
= u(kLir.y.t) 十 Vit uix yt) SU + ol | K^, ||) 
(4. 38) 
则 目标 函数 Flaka] 简化 为 
F[9k.] = 9 Duns yiT) — u( az yi T) 


j71 i-i 


— Vut u(k az, yst) * Ok J + aS(k..] 


T 


5,0) 一 uar, yj t) — u(ki ir; yo iT) (4. 39a) 
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aj; 0) = Vy u(ki ir, yst) (4. 395) 
TÉ 
J 了 
FFSk = 3) DO — aT (SK, + aS[OK.,] 


(4. 40) 
若 稳定 性 泛 函 SL[5k,] 选取 为 (Kk 7 0k. WIE NE FLok.. ] 是 
关于 89k. 的 正定 二 次 型 ,并 且 它 的 最 小 值 由 下 列 方程 组 确定 : 


1 I 
DCA DAG) + aEJ9K,, = > ATG)BG) — (4.40 
i=l i=] 


al) b, C) 
TG b,G) 
其 中 AQ = |", guy ei 
aj) b, G) 


上 为 nm X nm 阶 单位 矩阵 。 

下 面 讨论 关于 Vu ulkamiz yt) 的 计算 方法 。 

为 了 保证 逆向 题 的 计算 精度 , 对 定 解 问题 式 (4. 30u) ~ 
(4.304) 一 般 都 采用 隐 式 格式 ,不 妨 设 该 定 解 问题 离散 后 得 到 的 
差分 方程 为 如 下 形式 ， 

Usi =U, E D(QGLOU. 十 如，( 对 于 扩散 方程 》 (4. 420) 
或 

U.,—2U, CU  K DU. +H (对 于 波动 方程 ) 

(4. 425) 
RPU, 表示 ulimit y0 在 介 内 所 有 网 格 点 上 在 ic BEI Cr 为 时 
间 域 上 的 步 长 , 且 要 求 选取 合适 的 +, 使 得 if 经 过 采样 周期 点 , 即 
iT G = 0,1,2,…,7)) 的 函数 值 所 构成 的 列 向 量 ,已 , 的 维 数 与 U, 
相同 D: (KL). 表示 在 时 刻 nr kn 有 关 的 稀 朴 矩阵 。 若 (zj,y )(j 
=1,2 D 在 网 格 点 上 ， Mute vo iT) 一定 能 从 下 列 问 是 
的 计算 中 得 到 : 
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Ui. 一 [E = D: ka) J CLU; + Hi] (4. 43a) 
或 U,,—[E- D; (kim) ] '[2U; -U,., + Hi] (4.436) . 
E+E DAMER, 
对 式 (4. 42a), (4. 42D) R kin HJAR O = 1,2, nm) 求 偏 
导数 得 
aUis _ 2U; ? DG. ) ;Q9U 
| Jk J, + Ui; + D: kin) — Jk (4. 44a) 
或 
aU ,3U, 23U,, De ) 1 3U 
3k, = 2 T, Jk, + Ui + D; Cim) 3k, 
(4. 44b) 
Qu(k. im; y; iT) 
则 ak, Z 
由 下 列 公 式 计算 得 到 : 
es = [E — D.&.] [S77 十 Pau, | (4. 45a) 
或 
aU aU; 39U,, , 9D,(K,),. 
人 
(4. 455) 


不 难 发 现 , 确 定 Vx_u(ki ;x,y ,4) GRE u(k ooo, y iT) F 
法 是 相同 的 ,它们 都 需要 计算 E 一 DL 的 逆 和 矩阵, 然后 再 作 一 
个 向 量 与 该 逆 矩 阵 的 乘积 。 

因此 ,对 固定 的 nm, 式 (4. 30a) ~ (4. 30b) 定 解 问题 的 道 问 
题 的 基本 和 迭代 过 程 为 ， 

(1) 首先 给 定 未 知 函 数 EG. y,t) 和 初始 猜测 函数 有 (zyy， 
t) B kimo . 

(2) 应 用 数值 方法 求解 定 解 问题 的 数值 解 , 即 求 差分 方程 式 
(4. 42a) 或 (4. 420) 的 解 , 从 而 确定 ukini y iT) RAAR 
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式 (4. 44a) 或 (4. 440) 的 解 ,确定 Vu Os im ys. 
(3) 解 线性 方程 组 (4. 41), 求 得 kino 
(4) BEREA. 36) 得 到 一 组 新 的 初始 猜测 向 量 OK 
重复 上 述 (2)、(3) 过 程 ,直到 满足 精度 要 求 为 止 。 
由 于 上 述 基本 达 代 过 程 是 在 微小 扰动 的 假设 下 得 到 的 , 则 当 
us Cr, ys E uk sz y 0 相差 较 大 时 ,所 得 到 的 扰动 向 量 6ki, 有 
可 能 不 合适 ,因此 ,有 必要 建立 一 个 辅助 函数 
us( Ki ix syst) = u(k vas y + Bu, Gr yt) 
一 ws(K ix y,t)] (4. 46) 
其 中 PE (0.D.—R8t B ETE 0.382, 
把 它 作 为 与 u Gr y 0 相 类 似 的 附加 边界 条 件 .显然 
l| us ks sxsyst) — ulkim, yt) | 
< [fiy — uix yst) |l (4. 47) 
在 us (Kis xy, t) 作为 附加 边界 条 件 下 Kin 的 扰动 向 量 Og, 
由 下 列 方法 确定 ; 
min || uk, ix yt) — ulkim 十 Sakini Eyt) laper 
dl E RI x 
-F aS[6;k...] 
不 难 推 得 Ok. 与 bei 之 间 的 关系 式 
Osk,. 一 Bok (4. 48) 
对 天 扰动 向 量 85k, 和 5Sk ,我 们 选择 较 合 适 的 一 个 向 量 作为 
Kin! 所 需 的 扰动 向 量 , 即 近代 过 程式 (4. 36) 改 为 


Ok’,, te 0 
kil = kin + (4. 49) 
. ur [> 0 ; 
其 中 [4 = | Ur(T,Yy,t) 一 u (kia + Ok ;IT, yt) Il — Il Us x y t) 


— u(ki, 十 Gok3izyyit) | 。 
为 了 验证 上 述 求解 逆 问 题 的 迭代 方法 的 可 行 性 ,下 面 几 节 将 
列举 几 种 类 型 方程 的 模拟 数值 计算 实例 。 
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4. 3.2 ”二 维 时 不 变 扩散 系数 逆 问 题 的 模拟 计算 实 倒 
考虑 的 扩散 方程 为 
9 Ju 9 Ju Ju 
2z | ta) | 十 je» 55) — 3: 
T^G --Fy-—-4e'-—0, (rz,y) Ef, 0O«t«o 
HPK = [0,1] X [0,1], a23 — P, +r, +r, +r, (如 图 4. 5 


所 示 )。 
初始 条 件 ， ， 
u(r,y,0) = r + y 1 r, 
边界 条 件 : 
了 Ir, = 25, 一 0 
ð u ou t D, ue 
25^ 一 341^ = — 2e 
求解 扩散 方程 的 数值 方法 采用 


有 限 差分 的 五 点 全 隐 式 格式 。 ”0 
k(x,y) 的 精确 值 MEUM 
» 与 每 次 迭代 得 到 的 近似 解 。 。 图 4 .5 问题 的 求解 区 域 
Ke Gr») 之 间 的 距离 用 下 列 公式 来 衡量 ; 
ERYQUL(G.y), &R'G.y) 


T, ] -* 


2 |kim (Ti yp —k' Gy; 


ER2 (kin (zyy) — k' (x,y)) 
5 [kim Gris yj) —&k Gy) 
= 10 log — 
2 lk" Gri, y;) |? 
其 中 (zy) 为 0 上 的 网 格 点 。 
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k" (r,y) 相对 应 的 ua Gr, yt) E Gy) 相对 应 的 u (kis iz, 
yi GU uL) 在 P, 上 的 距离 用 下 列 公式 来 衡量 ， 


ER1G,,ul,) = 10 log 
或 


Sjur; ysiT) 一 u (KL, ijs yj stT Y 


5D ur; y; 6T) 一 u (KL, ix; y iT) |7 
ER2( *, Iu) 一 10 lo 2 
Usu g 5 lu, Ge; y; iT) |? 


其 中 (zj,y;) D,E98 E AR CEUERIFE EB] 5). 

uy Gr, ys 是 在 给 定 & (xr, y) 的 情况 下 , 求 定 解 问题 的 数值 解 
而 得 到 的 ,这 样 得 到 的 us Ge; y; iT) 作为 模拟 测量 值 ,为 了 考虑 测 
晤 噪声 对 迭代 方法 的 影响 ,我 们 用 ug Gn y 00 +H rA 为 
[一 1,1] 上 的 随机 数 ) 来 模拟 带 有 ~ 多 的 相对 随机 测量 误差 。 

例 1 取 k'(zx,y)=1,T,=T,Arz=Ay=T=0.1,[=10, 
a = 0.000 1,(& Gr. 32) 为 {l,zyyyzyyzzyy)。 对 不 同 的 初始 猜测 
量 和 不 同 的 随机 测量 误差 ,模拟 计算 结果 见 表 4. 1 。 

表 4.1 


5 
(1,1,1， (5,0,0, 
1,1,1) 0,0,0) 


0.996 6 
- 0.016 3 
- 0.027 5 
0. 019 4 0.100 9 
0.0020 | 0.0120 
0.004 9 |- 0.004 7 | 0.0269 


ER2 (ks Kr) 


2.65-7 | 6.7E-7 |2.4E-5 | 3.8E-5 
ER2G,u') 1.53E-5 | 2.54E-5 |5.71E-3| 5. 71E - 3 | 2. 85E -2 
ER2(u,.u| — 8.28 1.70 8. 28 
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若 对 表 4.1 的 第 一 种 情况 仅 改 取 正 则 化 因子 a — 0. 001。 则 需 
要 36 次 迭代 才能 达到 相同 的 精度 。 

例 2 kWk'lz,y)=1+(1+y-—2}, r, =r, +r, Ar = 
Ay =T =0.1,I = 11.a = 0. 000 1, {ġ:(£,y)} (bor y xy, 
* ,对 不 同 的 初始 猜测 量 和 不 同 的 随机 测量 误差 ,模拟 计算 结果 
见 表 4. 2。 


RE rh 0 5 
. 十 
(5,0,0, (1,1,1, (5,0,0, (1,1, (5,0,0, 
"T 
初始 猜测 0,0,0) | 1,1,1) 0,0,0) L1,D 0,0,0) 
ŽAR | 5 .8 


ERZEK] 1.6E-7 | 


ER2(u,,u') 


Iw 2.34E -5 |15.79E -3| 5. 71E - 3 | 2. 89E -2 
0. 191 0.191 
在 该 算 例 中 T: nr, 取 为 D, ,初始 猜测 E (x,y) 一 5, 则 对 不 同 
的 随机 测量 误差 ERYGi(G,y), k* (z,y)) 和 ER1GQ, ui.) 5% 
代 次 数 : 的 变化 曲线 见 图 4. 6 和 图 4.7。 


例 3 Hk Gy) —LIQ—PAr—-Ay-T-Q.lmmn- 
121,4 = 0.0001 X 


ER2 (usu) 


l, Gy) 在 单个 网 络 点 上 


iG) = 
Ty 0, 其 它 
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ER1 


图 4.6 重 构 函数 的 精度 随 过 代 图 4.7 目标 函数 的 极 小 值 随 近 代 
次 数 的 变化 曲线 次 数 的 变化 曲线 


Ki Gr) 初始 猜测 为 1. 5, 则 ER? ny) k" tr,y)) 和 
ER2(ussuim) 与 迭代 次 数 ! 的 变化 曲线 见 图 4.8 和 图 4.9, 


ER2 
15 


4 

-12 | -15 

-16 15 50 5 10 15 
l 


图 4.8 Xm 图 4.9 目标 函数 的 极 小 值 随 近代 
次 数 的 变化 曲线 次 数 的 变化 曲线 


ER2 
0 


4.3.3 ”二 维 时 变 扩散 系数 逆 问 题 的 模拟 计算 实例 


在 定 解 问题 式 (4. 30a) ~ (4. 304) 中 取 = [0,1] x [0,1], 
r= 1,olxz,y,t) = 1, fCz,y,t) = 4e ‘cost[ 1 十 Z 十 ?十 2y 十 大 ( 妇 2 


+ y!) + Gt + y!) (cost + sint)e ‘+ 2e 'cost[x(1 + ty + 2zt!) 
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Hy c tz 2yt)]. 
初始 条 件 ; Ult, y) = zr! 十 y! 


. ðu _ 2u u 
边界 条 件 : Jala = 3,41 79 


ðu ðu 24 
一 一 = ”一 一 一 £ 
ðn lr, an Ir, 2e "cos 


求解 扩散 的 数值 方法 采用 有 限 差分 的 五 点 全 隐 式 格式 。 
k(x,y,t) 的 精确 值 A (x,y,t) 与 每 次 迭代 得 到 的 近似 解 
kimt) 之 间 的 距离 用 下 列 公 式 来 衡量 ， 
ERG Ge, y DR Gy.) 


= 10 log 5 [kin Cris yT) — k' lzi y;,vT)]|* 


A (zyt) 相对 应 的 mkGzyy't) 5j E Gs ys 相对 应 的 
u(E CEY E) Lyt) 在 了 之 间 的 距离 用 下 列 公 式 来 衔 量 ， 
ER(u, ul.) 


= 10 log || » [us Gris yov T) — uL xis Yi uT) |? 


81 Hk GD—1zrcyctyMÜüG y), = 
D,Ax = Ay = 0. 1,T = 0.001,1 = 100,a = 0.000 1, {g(x,y)) 
为 {1 ,Ty Ty T, y), AC) HLL) k (zyot) 在 基 函 数 族 
下 ,系数 所 构成 的 向 量 为 

k* = {1,1,1,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,1,1})” 

取 初 始 猜 测 向 量 为 

kr = (1.5,1.5,1.5,0.5,0.5,0.5,0.5,0.5,0.5,1.5,0.5, 

0.5,0.5,0.5,0.5,0.5,1.5,1.5) 

对 无 测量 误差 , 带 有 1% 和 5% 随机 测量 曲 声 ,经 过 15 次 迭代 
之 后 的 模拟 结果 分 别 为 

(0. 999 983,1. 000 03,1. 000 04, — 0. 000 029, — 0. 000 023, 
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一 0.000 022, 0.000 072, — 0.000 089, — 0.000 104, 

1. 000 09,0. 000 038,0. 000 025, — 0.000 105,0. 000 133, 

0. 000 161, — 0. 000 095,0. 999 946,0. 999 965)", 

(0. 998 684,0. 990 644,1. 008 23,0. 005 555,0. 014 497, 

— 0. 012 042,0. 025 950, — 0. 088 973, — 0.092 671, 

1. 106 32,0. 039 148,0. 081 417,0. 052 940, — 0.040 353, 

— 0. 081 680, — 0.091 280,1. 034 84,1. 036 63)" ff 

(1. 041 60,0. 849 116,0. 809 138,0. 336 639,0. 048 361, 

0. 126 260,0. 111 977,0. 333 167, — 0. 231 307, 

— 0.092 735, — 0.129 154,0. 252 417, — 0.490 054, 

0. 497 876,1. 128 20,0. 669 435,0. 636 904,0. 146 251)7。 

ERG, Gr yt) R' Gy,00 RRERGauL) 随和 迭代 次 数 ! 的 
变化 曲线 见 图 4. 10 和 4. 11. 


ER 


图 4.10 重 构 函数 的 精度 随 迭 代 图 4.11 目标 函数 的 极 小 值 随 迭代 
次 数 的 变化 曲线 次 数 的 变化 曲线 


Er =D 十 十 了 ,其它 各 参数 选取 同上 , 则 ER2(ki,(z， 
3D, E (zt)) RI ERZ2GQu uL.) 随和 迭代 次 数 ! 的 变化 曲线 见 图 
4.12 和 图 4. 13, 
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Ei ER2 


0 5 10 15 


l 
图 4 12 重 构 函 数 的 精度 随 送 代 。 图 4.13 BERGER BUE Me 
次 数 的 变化 曲线 次 数 的 变化 曲线 


例 2 Nük'G.y,D =1+ Gd ye “T=T,Ar= Ay 
= 0. LT —0.01,7 = 100,4 = 0.0001,{(g(z,y)) Jn y £y, 
zy! G0) A rs 0) DIAR SA M LER IO XE Ken = (2.2.2.0, 
0,0,0, — 0. 9, — 0.9,0,0,0,0,0.0,0. 19,0. 19,0,0)*, 

RI 075.175 和 576 相对 随机 测量 噪声 ,经 过 15 次 迭代 之 
后 的 模拟 结果 分 别 为 

(1. 000 00,1. 000 02,1. 000 00,0. 000 613, — 0. 000 410, 

— 0. 000 382,0. 001 717, — 0.302 454, — 0. 302 575, 

— 0.001 373,0. 004 091,0. 004 096, — 0.002 859,0.045 722, 
0. 046 019,0. 000 575, 一 0. 005 007, — 0. 005 1187, 

(0. 999 657 7,0. 985 497,1. 002 15,0. 027 388,0. 015 650, 

— 0.009 474,0. 106 067, 一 0. 361 816, — 0. 362 130, 

— 0.168 350, — 0. 005 147,0. 037 982, — 0. 353 506,0. 493 656, 
0. 453 947,0. 114 387, — 0.196 663, 一 0. 202 593)" 和 

(0.989 234, 0.917 431, 1.003 03, 0.145 267, 0.081 006, 
— 0.045 707, 0.485 45, — 0.552 095, — 0.567 155, 
— 0.839 528, — 0.048 809,0. 170 006, — 1.657 24,2.139 91, 
1. 968 71,0. 561 105, 一 0.902 020, — 0. 941 575)”, 
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ERG, Gy, k" Gy 0) Bü xk (IX XL 的 变化 曲线 见 
图 4.14. 


图 4.14 Hen Ft Wl RE E SE FOE 
的 变化 曲线 


4. 3.4 ”二 维 时 变 波动 方程 逆 问 题 的 模拟 计算 实例 


在 定 解 问题 式 (4. 30a) ~ (4. 30d) PR N = [0,1] x [0.1]. 
qom D.G ys m 1, fGsyst) = G3 + y! — 4e ', 
初始 条 件 ; 


to(zyy) = t + y 
Julz,y,0) 


— 2 2 
21 =- Gr + y?) 
边界 条 件 : 
auj u| |, 
口 好 | ^ Ən r, 
Ju _ 2u EDAD 
In r, "^ dn D = 2e 


求解 波动 方程 的 数值 方法 采用 对 0 区 域 用 五 点 为 差分 格式 和 
对 时 间 域 内 用 二 阶 向 后 差分 的 全 隐 式 格式 。 
k(x,y,t) 的 精确 值 上 (zx,y,) 与 每 次 选 代 得 到 的 近似 解 ， 
Ki Cos y 0) 之 间 的 距离 用 下 列 公式 来 衡量 ， 
ERG Gr yt) k" (£,y,t)) 
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N 了 
>») 5 [kin Ges yT) — k’ Czy T)|* 
= 10 log je 一 一 
N'AI +1) 
其 中 (zy) 为 介 的 网 格 节点 NOS AIEO 1) 为 时 间 域 上 


的 节点 总 数 。 
k' (x,y,t) 相对 应 的 us Cr, yt) 与 kl, Gr, yst) 相对 应 的 
ulkim Cr y tix, yt) 在 D, Z Bl] EE BEL T AU oe S 


ER (uysun) = 10log , | M lu Gr; y; yT) — uL iz; yj T) |? 
nm 
8/1 X&'G,y,D — LTD, — D,Ar-—Ay-0.1,T—0.01, 
I = 100,4 = 0.000 1, (4 Gr 0) H ox y xy tsy}, (eO) 为 
Ust) ,初始 猜测 Ro Gc y 0) = 5, B] 
k° = (5,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)7 
ERG, Gr yt) k" Groy 0) 和 ERCussu',) MEER L 的 
变化 曲线 见 图 4. 15 和 图 4. 16. 
ER 30 


一 30 
0 10 20 30 40 


i 
[4.15 重 构 函数 的 精度 随和 迭代 次 数 的 变化 曲线 


例 2 Eyt) — 1T (r+ yOe *",P,— P, Az = Ay 


SOE BERJA 125 


=0.1,T=0. 01,72 = 100,a— 0. 000 l.(; Ge 30) ALT y 2Y, 
zy). 000) Ost 8) LM RACE 8] EE kon EN kin = (1. 5,0,0, 
0,1. 5,1.5,0,0,0,0, — 0.5, — 0.5,0,0,0,0,0. 5,0. 5), 


ER 10 


eo 


— 10 


4.16 E A T E CLERC E e IIS: 
ER kim Gr y,D k" G,y,D) Rl ERGa uL.) KERERE L 
变化 曲线 见 图 4. 17 和 图 4.18, 
ER 20 


10 


一 30 
0 


图 4.17 重 构 函数 的 精度 随 选 代 次 数 的 变化 曲线 | 
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ER 0 


— 1$ 
0 20 40 60 80 


图 4.18 目标 函数 的 极 小 值 随 
迭代 次 数 的 变化 曲线 


4.4 逆 问 题 的 区 域 分 裂 算法 
与 异步 并 行 算法 


我 们 知道 ,在 解决 某 些 工程 实际 问题 (例如 ,大 型 结构 工程 分 
析 , 数 值 天 气 预报 ,三 维 飞机 流 场 计算 等 等 ), 需 要 求解 大 型 偏 微分 
方程 的 数值 解 ,计算 区 域 往往 是 三 维 以 上 上, 并且 区 域 范围 很 大 ,这 
E 给 数值 计算 造成 了 很 大 的 困难 .但 是 随 着 并 行 计算 机 和 并 行 算 
法 的 发 展 ,一 类 被 称 为 区 域 分 裂 算法 的 偏 微 分 方程 数值 解 的 新 技 
术 , 得 到 了 工程 界 和 数学 界 专家 的 广泛 重视 ,并 且 在 实际 计算 中 得 
到 了 成 功 应 用 。 

简 而 言 之 , 区域 分 裂 算 法 就 是 将 偏 微 分 方程 正 问题 (或 逆 问 


题 ) 的 定 解 区 域 0 分 裂 成 若干 子 域 :0 一 口 0 于 是 原 问题 的 求解 
转化 为 在 子 域 上 进行 求解 ,并 且 在 各 子 域 内 的 求解 是 相互 独立 的 。 
这 就 使 得 人 们 很 容易 利用 分 布 式 并 行 计算 来 处 理 原始 问题 。 
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对 于 道 问题 的 区 域 分 裂 算法 ,还 没有 得 到 重视 。 然 而 ,作者 已 
在 1993 年 首次 成 功 地 利用 区 域 分 裂 算 法 讨论 了 二 维 扩散 方程 关 
于 扩散 系数 逆 问 题 的 数值 方法 。 . 
在 讨论 逆 问 题 的 区 域 分 裂 算法 之 前 ,我 们 首先 介绍 偏 微分 方 
程 数值 解 的 区 域 分 裂 算法 和 与 措 步 并 行 技术 。 
4.4.1 偏 微分 方程 正 问题 数值 方法 的 区 域 分 裂 算法 
与 异步 并 行 算法 
1. Schwarz 交替 算法 
考虑 二 维 Dirichjet 问题 
— VPV )u = f(r,y), (xr,y EN 
ulr = Ar, y) 
其 路 = 90， py) >o, 
将 区 域 4 分裂 成 图 4.19 所 示 的 有 重合 部 分 的 两 个 子 区 域 0, 
与 人 2 之 并 , 即 Q,U Q, — 0,0, (1 0, 5 9.30, — T+ T',,20, 
= DIU, | 


(4. 50) 


T, 


图 4. 19 区域 分 裂 示 意图 


引入 空间 
H'(Q) = (u|]u,u,,u, € L;(2)) (4. 51) 
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定义 H' 2) 中 的 内 积 


(u,v) = fuv + u,v, + u,v, d9 (4. 52) 
a 
与 范 数 
lull = Guo (4. 53) 
Jj H' C2) 是 一 个 Sobolev 空间 .H' (Q) 上 的 两 个 子 空间 H, (D 和 
H',Q2) 分 别 是 
Ho2) 王 (lvEHCO)，vlr=0)} 
HM = {viv E HA), vlr= 9) 
令 
a(u,v) = [ee 十 uv, )d xdy (4. 54) 
a 
(f,v) = ffvdzdy (4. 55) 


a 


则 问题 (4, 50) 的 弱 解 形式 为 


人 € H'O), 使 得 4.56) 
a(Qu,v) 一 Gv, V v € H'Q(Q0) ` 
或 
Kue HAND, 使 得 
(4.57 
bao 一 Falun) — (f, ,u)=>min ) 


对 于 问题 式 (4. 50), 任 取 初 始 函数 we € H'A), Schwarz r8 
迭代 法 有 如 下 三 种 形式 ， 
(1) 
VpVuti=f, (ry EN, 


中 urne = Pz,y) (4. 58) 


u+! |r = u” 
E (r,y) E€ N, ( 

. 4. 59 
u”, (zyy) € n 一 N, ) 


PII 
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Tp ut» = f, Gr,y) € Q, 


& gr, = guy) (4.60) 
u? +D Ir, = ut! 
emm e» € f (4. 61) 
utt, (r,0€10-—0, ! 


Xa! e HN), 使 得 
(4. 62) 


a(u* ^v) = Cf v) V v € HËNA) 
u^", (ry) EN, 


ut -1 (4. 63) 
u”, (r,y) € 0 — (2 ` 


其 中 
H2(0) = {vlv € H'(,), vir, = p, vir, = u”) 


H2(0,)— {vlv € H'CO)), vir = 0, v|r, = 0) 


© 求 wD € Hz (05, 使 得 
altú“? ,5) = (fo 一 as (4. 64) 
9 一 U), Y v € H} 1(0,) 
UT 一 "m Gy») € D, 
s — (ny€0- A, (4. 65) 


* 


其 中 
H :) 
HEYA) = (要 ME HOO), vlr =p, vle, = at!) 
Hi*'(0,) = {viv € H N,), vir, 一 0， vlr, = 0) 
(3) 
v inf J ( , 9 
© u+! -| po ^ o ER (4. 66) 
u”, (zyy) € 0 一 0, 
v| inf Ja (w), , 
Q ath -| sen ap a, CU (zyy) € Q, C4. 67) 
ut, (x,y) EN— ON, 
其 中 
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-一 一 


2; 


Ja, Q0) = HZ * Vvdxdy — [fodzdy, j=1,2 
a, 


(4. 68) 

从 极 小 位 能 原理 和 虚 功 原理 ,不 难看 出 , 选 代 格 式 (2),(3) 分 
别 是 (1) 的 两 种 变 分 形式 。 . 

定理 1 上 述 三 种 Schwarz 交替 选 代 收 和 敛 于 问题 式 (4. 50) 的 
弱 解 。 
带 松弛 因子 o € (0,2) 的 Schwarz 交替 和 迭代 法 有 下 列 两 种 
形式 : 

pu! = f, (xr,y)=€ 0, 
a) fe 一 9 (4. 69) 


u^"! Ir, = u? 


u” + w(u”! — u”), a.y) ENNA, 
u”, (z, PEN- N, 

VpWVutetn = Í, (zyy) E A, 
el 


e (r.»)€10-—1, 


u+ Ir, — 4. 70) 


2D nel 
u Ir, 


=u 
wi, (zsy) € 0 一 A, 
26-10) " 十 cui 6n — uli*!), (x,y) € 0, f 0,, 
uj, (rz, END, 
(i = 1,2,3,.") 
定理 2 带 松弛 因子 的 Schwarz 交替 选 代 法 收敛 于 问题 式 
(4. 50) 的 弱 解 。 
HAE (1,2) 时 ,我 们 称 之 为 Schwarz 交替 超 松弛 选 代 法 。 
2. 并 行 Schwarz 算法 
上 上 述 介绍 的 经 典 Schwarz 交 蔡 迷 代 算法 , 它 不 是 一 种 并 行 算 
法 , 下面 将 构成 并 行 Schwarz 算法 .为 了 简便 起 见 , 我 们 考虑 将 区 
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域 分 裂 成 两 个 子 域 的 情形 。 
对 问题 式 (4. 50) 的 并 行 Schwarz 算法 如 下 ，; 
第 一 步 ,选择 初始 近似 u^ € H',(0)。 
第 二 步 , 分 别 计算 两 个 子 域 上 的 边 值 何 题 : 
Veut =f, (zy) EN, 


(Qo 4 ls - 9 (4. 71) 
uy e, = ui H olu, — ui) 
VPV =f, Go €A, 

(2) 4uz lr, 9 (4.72) 
ur de, =u, + aluj us) 


Ep wE (0.2 为 松弛 因子 。 

第 三 步 ,判别 Lu! 一 up! lana, 二。 是 否 满足 精度 要 求 . 满 
足 则 停机 ,否则 重复 进入 第 二 步 过 程 。 C 

上 述 计算 过 程 是 同步 并 行 算法 ; 即 进行 第 i 十 1 步 计 算 时 , 需 
要 同时 已 知 在 OQ, 0, 上 的 第 i 步 的 数值 ui、ui, 而 在 每 个 子 域 上 采 
用 什么 方法 求解 边 值 问题 是 没有 什么 限制 的 。 

若 用 一 个 CPU 计算 问题 (1), 用 另 一 个 CPU 计算 问题 (2) ,一 
且 两 个 问题 未 同时 完成 , 则 必 有 一 个 CPU 处 于 等 待 过 程 ,这 样 就 
会 降低 计算 效率 ,这 是 同步 并 行 算法 的 最 大 缺点 。 

3. 异步 并 行 算法 | 
为 了 避免 其 中 某 个 CPU 处 于 等 待 过 程 ,我 们 采用 如 下 方法 
处 理 。 | 

不 妨 假设 ,问题 (1) 计算 比 问题 (2) 计算 提前 完成 , 则 在 ,上 
的 数据 为 wi 十 wus 一 wi), 再 进行 问题 (1) TERRE FE TD", 上 的 w+ 
的 公式 中 ,采用 最 新 的 数据 来 代替 , 即 

uie, = 二 whut — ai) 


= [a + Q — a)w]u, + (1 — a) (1 — e)u, 
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其 中 a € (0,2) 为 另 一 个 松弛 因子 , 它 必 须 满足 “十 (1 一 op E 
(0,2), 

这 样 就 构成 了 一 种 异步 并 行 。 容 易 理解 ,整个 松弛 过 程 将 是 混 
乱 的 。 

定义 ”整体 变量 

u(t) = (Qu (I",),u(1",)) 
[rns = (€,€,) 
E (e 为 精度 参数 ) 

计算 问题 (1) 为 过 程 P, 计 算 问题 (2) 为 过 程 P,, 则 过 程 P. 

P, 分 别 负责 修改 整体 变量 (x( 关 ,es) 和 (zeCr' ,es)。 而 整体 变量 


分 别 可 指定 某 个 过 程 P, 负责 修改 ， i ' 
上 述 异 步 并 行 算法 的 程序 结构 如 下 ， 
对 给 定 的 初始 值 M EPS & E; 
计算 过 程 PQG—12) 
begin 
if E > € then 
begin 


VpVu"*t' — f, (x,y) € fi 
(DD 40 |m 一 9 
ubt =u” 
4", ()€0-—40 
ut! 一 Tow(utt! — u"), y) E Mm NA 
u”, (zy E N-—NA, 
(2D) ot le, =u D A T, joi zEjenWi-i 
D IT, p. e; 
(4) u(t) + T, — Q7) 
| EPS| =E difj=;s) 
end 


end 
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HE P,P, 并 行 计算 , 计算 过 程 中 总 使 用 整体 变量 ( 即 
u (I7) ,u (I ,)) 的 最 新 数值 ,彼此 无 须 等 待 ,从 而 实现 异 并 步行 计 
算 . 当 整体 变量 无 小 于 se 时 ( 即 满足 精度 要 求 ), 所 有 过 程 将 同时 
结束 。 

应 当 注 意 , 松弛 因子 的 选择 ,不 同 的 过 程 P; 可 以 选择 不 同 的 
值 . 当 其 它 过 程 没有 完成 时 , 忆 过 程 再 进行 一 次 计算 时 ,松弛 因子 
也 可 选择 不 同 的 值 . 松 弛 因子 的 选择 是 否 合适 ,对 收敛 速度 有 非常 
大 的 影响 。 


44.2 ” 逆 问 题 的 区 域 分 裂 算 法 


为 了 简便 起 见 , 在 不 失 一 般 性 的 情况 下 ,考虑 如 下 二 维 扩散 方 
程 中 关于 扩散 系数 k(x,y) 的 逆 问 题 ; 
V GOG.y) Vu) — PEE TfGy20. 
G,y)€ N, 120 (4.73) 


初始 条 件 : u(r.y,0 mau G. (zy ED (4. 74) 


、 9 
边界 条 件 ; 2. QUa40 D. Go) ET=00 (4. 75) 


附加 条 件 ， ulp—£G.yoD. £20. (zy ET (4.70 
将 区 域 Q 分裂 成 如 图 4. 19 所 示 的 有 重生 部 分 的 两 个 子 域 0, 
与 0, 之 并 。 
假设 逆 问 题 的 解 和 (x,y) 在 子 域 0,、0, 分 别 记 为 kr (zx,y)、 
ki (zy)。 对 选 定 的 初始 猜测 函数 ,应 用 上 小 节 介 绍 的 Schwarz 交 


蔡 迭 代 或 并 行 算法 求 得 两 个 子 域 上 的 解 ws(z,y) ,us(x,y) 及 
| «ien l. .这 样 在 每 个 子 域 上 , 便 形 成 了 两 个 相 


dn ru 


互 独立 的 逆 问 题 , 即 在 
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Vk Gy Vu — pZ + fiy — 0, Gy) € N; 


u(r,y,0) 一 uols y), (r,y) € (1; 


Pon 一 yj t 0 
4Àn r, qGyst) > 

duj 9ul(r,y,t) 

PE r, on r, 


ulr = u(r yt), Gy) ET, 
G = 1,2) (4.77) 
HKF A Ge y) 的 确定 问题 。 
在 每 个 子 域 上 应 用 前 面 介绍 的 最 佳 摄 动量 法 ,可 以 分 别 求 出 
一 个 较 好 的 摄 动量 64?(z,y)(i — 1,2) 和 相应 的 解 w(x,y,t) (i 二 
1,2), 从 而 构成 新 的 一 组 扩散 系数 ， 
ki(r,y) = Er.y) + kr,y), i=1,2 (4. 78) 
采用 Schwarz 2r £z (C89 RU ZH P". — 1,2) 上 的 数据 ， 


Bn 
Ju | 9u',(r,y) 
Tir (4 79a) 
2u| — 2w,G,y) 
97| r， o 3n r, (4. 790) 


将 ky DG — 1,2) 的 新 边界 条 件 代 入 式 (4. 77) ,再 次 
求 式 (4. 77) 道 问题 的 近似 解 妇 (z,y) Eus y G — 1,2), 这 个 
过 程 一 直 进 行 下 去 , 直到 | (zy — u llr, lun 
— u |r 达到 指定 的 精度 要 求 为 止 。 

应 当 指 出 : 

(1) 由 于 一 般 不 能 给 出 较 精确 3 G7 1,2) 的 数值 ,因此 


i 


在 每 个 子 域 上 应 用 最 佳 摄 动 迭代 法 求解 着 问题 的 数值 解 时 ,无 须 


- 
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一 定 求 出 一 个 最 佳 扰动 量 。 另 外 ,根据 应 用 最 佳 摄 动量 法 的 数值 计 
算 实例 , 一般 在 每 个 子 域 上 迭代 过 程 不 宜 超 过 10 次 。 

(2) 由 于 两 个 子 域 上 逆 问 题 的 相对 独立 性 ,因此 在 每 个 子 域 
上 逆 问 题 求解 的 选 代 次 数 可 以 选取 不 同 的 量 。 

O 在 每 个 子 域 上 应 用 最 佳 摄 动量 法 求解 着 问题 的 数值 解 
时 ,需要 交换 的 数据 为 52& 在 DG = 1,2) 的 数值 . 当 其 它 子 域 上 


还 没有 提供 胃 新 的 了 数据 时 ,我 们 再 利用 最 佳 摄 动 量 法 迭代 一 次 
求 出 该 子 域 上 道 问 题 的 数值 解 。 

OD 由 于 (2)、(3) 两 个 特点 ,我 们 很 容易 实现 逆 问 题 的 异步 并 
行 计算 。 

4.4.3 ” 逆 问 题 的 异步 并 行 模拟 计算 实例 

考虑 的 扩散 方程 为 

jen») 2t 十 了 Cry) F - Zu +y Hae =, 
(zy) EN, t>0 

其 中 0 = [一 1,1] x [0,1]. 

初始 条 件 ; xz(zyyy0) — x + y 


. 9 9 +0， 
边界 条 件 ， RERUM -0 
n ðn [244 
9 kd , 
TEM —2e', t0 
n Lot 

Jul— 1,y,t) E 9 u(l,y,t) — -4 
— 9n —— |a = Jn " —2e', t0 


PIT CER 0,0, 2 9S 0, = [一 1,01] x [06,1].0, = 
[一 01,1] X [0,1], 如 图 4. 20 所 示 。 在 每 个 子 域 上 扩散 方程 的 
数值 方法 采用 有 限 差 分 的 五 点 全 隐 式 格式 ,并 且 Az = Ay = 0.1, 
At = 0.1, . 
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42 
M 


> 
9. 
> 


图 4.20  XUESMA SURE 


在 每 个 子 域 上 ,扩散 系数 的 精确 值 如 (z,y)G — 1,2) 与 每 次 
迁 代 得 到 的 近似 解 &(x,y) (i — 1,2) 之 间 的 逼近 程度 用 下 列 公式 
来 衡量 : 
ER: (k? k") 


= 10 log /| 5) GT Gy) — k' (zy)):, i— 1,2 
ji 


其 中 (zy) A AGS 1,2) 上 的 网 络 点 。 
ki Gc, y) HITREM u Ge y 0 5j k Gr y) IIH u GR (n y); 
Tyd) dEDG—1,2 LtpBXrBgEHTDAASZAM. 
ER; (us uf) 


= 10 log | D Gi, rj, yj, v T ) 一 ulk? Gr, y) ir; yj,v1 ))! 


AG; y) X DT. EWER. 

为 了 考虑 测量 噪声 对 迭代 方法 的 影响 和 算法 的 稳定 性 ,我 们 
JH is Ge y DO 十 r% 纪 作为 [一 1,1] 上 的 随机 数 ) 来 模拟 带 有 
rho 的 相对 随机 测量 误差 。 
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下 列 计 算 结 果 均 在 带 有 80387 协 处 理 器 的 386DX33MHz 计 
算 机 上 运行 得 到 。 

例 1 取 & G3) — L,D,—30,a- 0.000 1 在 两 个 子 域 0,(i 
一 1,2) 上 选取 初始 猜测 为 如 (xz,y) = Er.) = 二 1 十 2y 十 x 十 
y, REAT = 0.1, 时 间 t 的 采样 总 点 数 了 二 10, 每 个 子 域 上 都 
采用 {1,x,y,xy,zx?,y*} 作为 基 函 数 。 对 不 同 的 初始 猜测 量 、 不 同 
的 模拟 测量 噪音 ,在 A A, 上 逆 问 题 分 别 进行 5 次 最 佳 摄 动 量 挝 
代 , 计 算 结 果 见 表 4. 3。 


RE rh 2 


(1,2,0, 
0,1,1) 


(1,2,0, 
0,1,1) 


(5,0,0, 
0,0,0) 


(5,0,0, 
0,0,0) 


初始 猜测 ki 


迭代 次 数 


区 域 分 裂 法 
计算 时 间 (Cmin) 


非 区 域 分 裂 法 
TEXTS] (nin) 


9 6 3 4 
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续 KR 

| 1. 000 2 
-1.8E -4 
结果 值 -2.6E -4 
7.40, 3. 9E -4 
-5.6E -4 
| -7.4 尼 一 5 

ER (Kk? ,k°* . 


) 
ER, (k? k’) 
ER, (kt, k’) -29. 56 
ER, (kf R^) 
ER, (eye ) 20. 79 
ER; lusu?) 
ER, Gy, uT) 
ER Gu?) 


例 2 H' Gy) -1dT yMxycy,;D,230,2—0.0001 
在 两 个 子 域 0.(i = 1,2). 上 选取 初始 猜测 为 如 (z,y) — Gs) = 
1 十 2y 十 Zz? 十 y ,采样 周期 T= 0.1, 时 间 上 的 采样 总 点 数 了 = 10， 
每 个 子 域 上 都 采用 {1,z,y,zy,zx*,y!} 作为 基 函 数 ,对 不 同 的 初始 
猜测 量 ,不同 的 模拟 测量 噪音 ,在 0,、0, 上 道 问题 分 别 交替 进行 3 
次 和 2 次 最 佳 摄 动量 迭代 ,计算 结果 见 表 4. 4。 

L——— 4. 一 一 


SEKNMEM (Lil, e (1,1,1， 
0,0,0) BEN — EEN 


(3,0,0, 
0,0,0) 


初始 猜测 ki 


XX EE 
KROAS 
计算 时 间 (min) 
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续 K 
FERREE] a 40 20 20 16 
计算 时 间 (min) 
二 一 -一 
1.0000| 0.9999| 0.9552| 0.9614 | 0.8285 
-9.2E-5|-1.3E-4| -0.0080 0.0015 | 0.0215 
结果 值 1.0000| 1.0002| 1.1358] 1.1230 | 1.5506 
kz A 1.0000| 1.0001| 1.0367| 1.0255 | 1.0689 
-6.6E-5|-8.2E-5| 0.0087| 0.0107 | 0.0496 
1.000 0 1.000 0 0.9640| 0.9668 0. 844 1 
十 
1.0000| 1.0000| 1.0088 | 1.0082 | 1.0414 
-1.6E-6| 61E-5| 0.0063 | 0.0073 | 0.0294 
结果 值 1.0000| 0.9999| 0.9549 | 0.9553 | 0.7836 
kr ,00, 1.0000| 0.9999| 0.9883 | 0.9887 | 0.9490 
L1E-5|-1.5E-5| 5.6£-5 |- 7. 3E -4 - 4.4E -4 
1.0000| 1.0001 | 1.0267 | 1.058 | 1.1218 
| | 
ER, Gk" ) 12.15 | 8570 | 12.15 | 8.570 12.15 
ER, (K^) 11.26 | 7.633 | 11.26 | 7.633 11. 26 
ER 人) | -37.75 -5.748 | - 5. 443 1. 325 
ER,P,b') | -38.62 |-37.20 (|-10.22 |-9.918 | -3.051 
ER, Quy su) 10. 61 17.06 | 10.66 17.00 
ER: Gi u$) 16. 29 16.3 | 5.321 16. 40 
ERi(urur) | - 42.27 -39.09 | - 1. 422 


ER: (usu? ) 


-42-40 [41.91 


对 于 无 测量 噪音 ,初始 猜测 函数 如 (z,y) = MG = 3， 
ER? ,k*) E ERG, un)G 二 1,2) 关 于 近代 次 数 m 的 塞 化 曲线 


见 图 4. 21。 
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图 4.21 适 代 次 数 与 计算 精度 的 关系 


例 3 Wkry) —e97?,D,—20,a = 0.000 1 在 两 个 子 
Ii Q,G = 1,2) 上 选取 初始 猜测 为 如 (zx,y) = kry) = 二 1 十 2y 十 
并 十 多 ,采样 周期 了 = 0.1, 时 间 : 的 采样 总 点 数 了 = 10, 每 个 子 域 
上 都 采用 {1,zx,y,xy,zx’,y*) 作为 基 函 数 。 对 不 同 的 初始 猜测 量 、 
不 同 的 模拟 测量 噪音 ,在 0,.9, 上 逆 问 题 分 别 交替 进行 4 次 最 佳 
摄 动 量 迭 代 , 计 算 结 果 见 4.5 


— T 


(1,1,1， 
0,0,0) 


NNEMM 06,0 | (Ll us 06,0, | C5 Ld, 
0,0,0) | 0,0,0) | 6060 | 0,0,0) 


区 域 分 裂 法 
计算 时 间 (min) 


非 区 域 分 裂 法 
计算 时 间 (min) 
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1.027 0 


0. 249 9 0. 212 9 
结果 值 0. 236 8 0. 073 7 
kz,0, 0. 159 8 0.214 0 


0.072 1 
0. 077 6 


ER, Gi, k'*) 


ER,Gi,k') 
ER (Kk? ,&*) 
ERG?) 


ER, (usu) 
ER, (us ,ui) 


ER, (usu) 
ER: (ur,u? ) 


对 于 表 4. 5 中 的 最 后 一 种 情况 ,上 (zyy) ski (r,y) 和 ATO, 
y = 1,2) 的 计算 结果 分 别 见 图 4.22 中 的 (el), b1), CD 和 
(a2), (52), (c2), 
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(a2) 


(a1) 


(b2) 


(b1) 


(c2) 


(c1) 


4. 22 


(b1), (62) 精确 函数 


(4), (a2) 初始 函数 


三 维 图 形 


(c1), (c2) 重 构 应 数 的 


前 面 两 章 已 经 对 两 种 道 问题 的 数值 迭代 方法 作 了 比较 详细 的 
介绍 。 本 节 将 针对 工程 中 所 遇 到 的 六 类 道 问题 ,介绍 它们 的 处 理 方 
法 以 及 数值 结果 。 


5.1 声学 中 的 逆 散 射 问题 


医学 中 的 成 象 问题 促使 人 们 越 来 越 重 视 利 用 道 散射 问题 的 数 
值 方法 解决 非 均 匀 介 质 的 重 构 问 题 . 最 初 , 人 们 都 集中 在 利用 线性 
模型 来 研究 该 问题 .但 是 ,最 近 人 们 开始 尝试 直接 处 理 原始 的 非 线 
性 问题 .本 节 将 讨论 声学 道 散 射 问题 中 的 二 维 非 均 匀 质 的 非 线 性 
重 构 的 最 优化 方法 及 数值 结果 。 


5.1.1 逆 散 射 问题 的 建 模 

假设 二 维 物 体 放 置 在 声速 为 c, 的 自由 空间 中 ,并 假设 该 物体 
在 以 a 为 半径 的 图 内 ,x = (zi xxl 过 a, 假 设 时 谐 平 面 声波 以 
= 角度 ,w BOE = 各 为 波 数 ,向 物体 传播 (如 图 5.1 所 示 )。 


声波 在 圆 外 Ix | 之 a 的 传播 速度 为 c。, 吸 收 参数 为 B. = 0. 而 
EAK |x| 过 a 的 传播 速度 为 c(x) ,吸收 参数 为 B(x)。. 则 折射 系数 


mie» 
k , 


Co 


c(x) 


2 
十 x€R (5. 1) 


n(x) — 
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散射 问题 为 求 一 个 速度 势 函数 “满足 下 列 三 个 等 式 :; 
Au + k’n(x)u = 0 (5.2) 
u(x) = e09 $ u(x) = u(x) + u'(x) (5.3) 
lim v7| 2 — 2d —0, Sommerfeld 辐射 条 件 (5.4) 
其 中 w(x) 为 散射 场 ,(r,0) 为 (zi,z,) = x 的 极 坐 标 参 数 ,折射 系 
数 n(x) 为 连续 可 微 函 数 。 


图 5.1 问题 的 区 域 与 入 射 波 示意 图 


在 实际 问题 中 ,我 们 更 关心 当 r 一 oo 时 ,wu'(x) 的 变化 情况 . 当 
r 充分 大 时 ,wu'(x)( 称 为 远 区 散射 场 ) 的 渐 近 表达 式 为 


— ikr 
u(x) = EF) 十 Or 让 (5.5) 


一 旦 给 定 了 n(x), 则 w'(x) 唯一 被 确定 , 远 区 散射 场 也 能 被 
确定 。 

由 于 物体 内 部 的 两 个 结构 参数 c(x) 和 GO 一 般 是 未 知 的 ， 
即 n(x) 为 未 知 函数 ,而 远 区 散射 场 w(x) 可 以 通过 测量 得 到 。 因 
此 ,成 像 问题 就 是 由 可 测量 函数 玉 (9,k,9) 和 式 (5. 1) ~ (5.5) 来 
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确定 n(x), 从 而 确定 物体 结构 的 两 个 参数 cl(x) 和 BOO. 
5.1.2. 改 型 的 对 偶 空间 方法 


首先 介绍 对 偶 空 间 方 法 。 
对 于 某 物体 的 远 区 方向 图 F (0,5 00 ,由 下 列 积分 方程 确定 一 
个 新 的 辅助 函数 g 0,8) € LE- r,r]; 


f Fh yd = /Se t (5.6) 
于 是 Herglotz i i Xt 
vr ,0,k) = | gh)e mm "dp 
因此 ,未 知 量 n(x) 由 下 列 所 谓 的 超 定 内 传播 问题 确定 ， 


Aw + En(x)w-—0, rEN, (5. 7) 

Av + kv=0, x€4d, (5. 8) 

w(x) —v(x) = HP (kr), LEIN, (5. 9) 
Jwa) ara) | 


9 a» 
Jr Ir 3,H Gr), YE 930， (5. 10) 


RPA = (xL xl « a) HP 为 零 级 第 一 类 Hankel iit. 

由 上 述 超 定 内 传输 问题 来 确定 n GO 的 方法 称 之 为 对 偶 空 间 
方法 。 

下 面 详细 介绍 改 型 的 对 侦 空 间 方 法 。 

引入 一 个 辅助 问题 :选取 一 个 参数 AC 0) ,h(x) 为 下 列 方程 
的 解 : | 


M+kh=0, x€ RAN, (5. 11) 

2^ + iM 一 0， x€cadt, (5.12) 
r 

h(x) = eicos( e) 4 h'(x) (5. 13) 


lim vr] a — in| 一 0 (5. 14) 
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我 们 用 F 表示 为 hi 的 远 区 方向 图 , 则 


ikr 
EFI) + O(-1) (5. 15) 


r 


k(x) = 


PCO,A,a) 具有 解析 表达 式 , 即 不 需要 求 上 述 偏 微分 方程 的 数值 
解 . 它 可 展开 成 如 下 的 Fourier 级 数 形式 ， 


F4.) = Ée E Sak) rent" (5.16) 
其 中 


ani Ck) = — ^ kJ ^ (ka) + iAJ, (ka) 


EHP ka) F AD Ga) (5.17) 
J, Gia) Jg n Bp Bessel Rt, HO (ea) 为 第 一 类 4 阶 Hankel 函数 。 

对 远 区 方向 图 FO, ka) 一 F0, bo) HF UBL NERE 
一 个 辅助 函数 g, (0,k) € LU mn); 


| [FO0,k,a) 一 F,(0,k, a) ]g, CO, &)d0 


二 (一 Du de iden on (5.18) 


其 中 b 为 整数 ,a € [一 mrj, 
由 g, CO E) 确定 的 Herglotz 波 函 数 为 


v,G,0,R) = f gp (p, E)e "9 9do (5. 19) 
TE FOR, a), g, Ok) 都 展开 成 e” 形式 的 Fourier 25.9 
F(0,b,a) = Je MOD (5. 20) 
EOR = 7 g, Get (5. 21) 
其 中 e 00 为 待定 参数 。 


将 式 (5. 16), (5. 20) 和 (5. 21) 代入 式 (5. 18) 得 
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2r X) [b sak) — (ilean (Og, GR) = item 
(5. 22) 


为 了 计算 gr (0,) 的 近似 值 ,首先 对 式 (5. 220 截断 成 有 限 项 
之 和 ,并 且 采 用 Tikhonov 正则 化 方法 进行 求解 。 


当 已 知 入 射 场 从 下 列 各 种 角度 入 射 时 
a = PG D. 1IEXjz«N, (5. 23) 


则 对 每 个 和 人 ,我 们 由 求 下 列 最 优化 来 确定 gt) 的 近似 什 
Uns GM Ni 


N 
L DIES) 5 b Gu — (CS Dena, E) jg (k) 


N, j71 
2 N 
一 Prem] 4C at lg uo (5. 24) 
其 中 7 为 正则 化 参数 。 


当 远 区 方向 图 F(0,k,a) 在 [0,2r] 上 的 0 = Ni G m, 
Elre, + N) 处 已 知 时 , (08,27. n 可 由 快速 Fourier 变换 
计算 得 到 。 

因此 ,满足 式 (5. 19) 的 近似 Herglotz ii iR Et or(ry2,) 为 


x 
VrO, hk) = 22 3) C— DJa Gr)gl Oe (5.25) 


另 一 方面 ,在 人 2. 之 外 ,n(x) 二 1, 则 有 | | 
Awp 十 kw, = 0, xe RNL (5. 26) 


[zt jw [2+ ia) CH? Gre" — vs C0), 
x€20 (5.2) 
lim v7| 2 一 ik) wwr =0 (5. 28) 
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注意 到 这 里 方程 的 解 wpy 是 与 nCx) (x € 从) 无 关 , 并 且 它 的 近似 解 
可 用 下 列 展开 式 表 示 ; 


wj = 2x X (一 站 Ja (kr Yrwsme™ (5. 29) 
从 而 待定 函数 na 的 重 构 问 题 由 下 列 方程 确定 ， 
p t zzz)r =0, EQ, (5. 30) 
F 十 aj Cw, — HP Je") = 0, x€20, (5.31) 
w, = vy + wy, x€3f, (5. 32) 
其 中 p 为 整数 。 


5.1.3 数值 计算 过 程 及 算 例 


对 区 域 2, 作 如 图 5. 2 所 示 的 三 角形 网 格 n 为 三 角形 的 最 

大 边 长 ) AOE cO 为 指示 性 基 函 数 ( 即 : 当 xz 在 第 上 个 区 域 时 ， 
9. Q0 D LEY Ona) 离散 后 的 函数 记 为 n(x), 则 

m(x) = > myx) (5. 33) 


ken 


对 一 个 给 定 的 n(x), 采 用 等 参数 的 三 阶 有 限 元 方法 求解 式 
(5. 30), (5.3D 椭圆 方程 的 数值 解 . 并 且 在 关于 网 格 n 下 ,方程式 
(5. 30), (5. 31) 的 解 记 为 w。 
4 Su S (ety, 所 张 成 的 三 角 函 数 空间 ,并 在 3 Q, 上 定义 
一 个 目标 函数 
Js, n 


Y l| Pa Go, — v,» — wy) |l. Loa) t Da || 
au ^ (5.34) 
其 中 Pw EA L 到 Sw 的 投影 算 子 , Di | 为 稳定 性 函数 ,7 为 
正则 化 参数 。 
利用 快速 Fourier 变换 计算 Puut, Puu 由 式 (5. 25) 直接 得 
P, Puw, 由 式 (5. 29) 得 到 。 | 


"Pli 
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ENAN 
N 


图 5.2 区域 的 三 角形 网 格 前 分 示意 图 


对 于 较 小 的 了 ,为 了 得 到 足够 的 数据 作 逆 问题 ,我 们 必须 已 知 
多 个 波 数 上 的 数据 ,不 妨 假 设 在 各,… ,hw 波 数 上 的 数据 已 知 , 则 
逆 问 题 可 变 成 求 下 列 关于 n 的 目标 函数 的 最 小 值 ， 
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N, 
Jy Q4) = y Dr, 08 R2 (5. 35) 
i=] 


目标 函数 的 最 优化 方法 采用 Levenberg - Marquardt 方法 
处 理 。 

n 的 未 知 量 总 数 入, 5M, P.N 应 满足 下 列 关系 式 ， 
N,GP + DGM - DN, (5. 36) 

P? 值 的 选取 一 般 不 宜 取 得 太 大 ,因为 当 P 增 大 时 ,说 明 vus 取 
得 远 区 场 的 高 阶 Fourier 模 项 ,而 这 些 项 一 般 精 度 难 以 控制 。 

ME n nm 为 原始 精确 值 和 重 构 的 值 , 重 构 的 精度 用 下 列 公式 
来 衡量 : 
S dnt Ca) — mad) 12)? 

5 [n*a |e 
其 中 a; 为 每 个 三 角 元 的 中 点 位 置 坐 标 。 

XTov 重 构 的 数值 模拟 过 程 ; 

第 一 步 :对 给 定 的 nt , 求 式 (5.2) — (5.4) 的 散射 问题 ,并 求 
得 远 区 方向 图 下 (9,k,a) 3 FO, Eo) 作为 模拟 测量 值 : 

第 二 步 OM GERI N 和 7, 利 用 式 (5. 24) ig e OU), 

第 三 步 :利用 式 (5. 25) RE Upro 

第 四 步 ; 求 式 (5. 26) — (5.28) 的 外 散射 问题 ,并 由 式 (5. 29) 
确定 wrn). 

第 五 步 ; 对 选 定 的 n(x)， 利用 三 角 元 的 有 限 元 方法 求 式 
(5.30)、(5. 31) 定 解 问题 的 数值 解 w', 并 求 得 在 Sw 上 的 投影 
Puwh. 

第 六 步 ; AE Y, 采用 Levenberg - Marquardt 方法 求 
JOY E) XJ, Q4) 的 非 线性 最 优化 问题 的 近似 解 n(x)。 

第 七 步 :判别 近似 解 n(x) 是 否 满足 精度 , 若 满足 , 则 停机 ; 否 
则 , 转 入 第 五 步 。 


lmn i = 


(5. 37) 
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Ar = 1] 2 二 1)? 2 
nm 一 T7772 Ty. n= du +y 


iG + cos2z0,), r,«0.5 


n 《zyy) = L63 十 cos2nrz)， rz < 0.5 


l, 其 它 
a = 1.4— 3,N = 6,y = 0.01,h = 0.124, M = 6.7, = 0. 002 9, 
精确 值 un" (*) 和 重 构 值 n(x) 的 图 形 见 图 5. 3 和 图 5.4. 图 中 所 画 . 
的 薄 数 已 经 过 三 角形 网 格 到 和 矩形 网 格 插值 过 程 的 转化 ，。 


Ca 
2 
—«———— 


LÁ 
SR 


DET 


[LLL ARE 
Ez 


OA 


a 


MN 


f 


ini Wi " 


AMA 
由 2 Wi 


W 
M m Tr I y 


3 


SE = 
se 


图 5.3 精确 函数 n(x) 的 图 形 
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a 一 1,4 二 3, N= 6, y = 0.0001,h=0. 124,M — 7,7 = 
0. 000 68。 精 确 值 a" (x) 和 重 构 值 m OO 的 图 形 见 图 5.5 和 图 5. 6。 
图 中 所 画 的 函数 已 经 过 三 角形 网 格 到 和 矩形 网 格 插值 过 程 的 转化 。 


n(r,y) 


UE 


Nili 


li 


图 5.5 精确 函数 ax) 的 图 形 
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(y "m / N 


"ni T | Y i 
i y I Js (t | E 7 


MALUM Wi 


图 5.6 EHRE ma 的 图 形 


9.2 电磁 成 象 的 一 种 数值 方法 


在 超大 规模 集成 电路 的 激光 扫描 计量 技术 和 超级 高 性 能 探测 
雷达 中 的 一 个 基本 问题 是 要 从 已 知 的 入 射电 磁场 和 测量 到 的 散射 
场 来 在 线 识别 物体 的 形状 和 它 的 物质 结构 ,发 展 解 一 般 的 
Maxwell 电磁 场 方程 的 多 参数 逆 散 射 问题 的 高 效 、 高 精度 的 数值 
方法 对 解决 基本 问题 是 非常 必要 的 .对 于 解决 声学 中 的 着 散射 问 
题 有 许多 数值 方法 ,我 们 在 上 一 节 已 经 介绍 了 一 种 非 线性 最 优化 
方法 .与 声学 中 的 道 散射 问题 相 比 ,电磁 道 散射 问题 更 为 复杂 。 
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在 过 去 10 多 年 里 ,在 电磁 成 象 方面 ,人 们 重视 研究 了 谱 方法 ， 
即 所 谓 的 衍射 断层 成 象 技术 (Diffraction Tomography), 并 用 于 超 
声波 和 微波 成 象 技 术 中 。 由 于 该 技术 在 解决 逆 问 题 时 采用 显 式 表 
达 式 ,并 与 快速 Fourier 变换 相 结合 ,使 得 该 技术 达到 实用 化 。 然 
而 ,由 于 衍射 断层 成 象 技术 是 在 对 散射 场 进行 Born 有 逼近 或 Rytov 
逼近 基础 上 得 到 的 , 西 此 ,该 技术 不 能 应 用 于 具有 极 化 相关 和 具有 
一 定 吸 波 能 力 的 物质 中 去 ,这 导致 了 难以 解决 许多 医学 成 象 . 需 达 
目标 识别 等 问题 。 

本 节 将 介绍 利用 近 区 散射 场 来 重 构 有 耗 电 介 物 体 的 复 介 电 参 
数 的 一 类 数值 送 代 方法 。 


5.2.1 ”问题 的 提出 


假设 一 个 各 向 同性 的 非 均匀 有 耗 电 介 物 体 Dw;, 复 介 电 参 数 
为 e”, 它 被 放置 在 周围 介 电 参数 为 的 物质 DD 之 中 。 对 二 维 博 况 ， 
入 射电 磁场 与 物体 的 几何 图 形 见 示意 图 5.7。 


2D-TE 
E $ 
to (z sy ) 
2D-TM D, Dai 


图 5.7 二 维 散 射 体 几 何 图 形 
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AHER 7 BE IE Ce 7 o 为 入 射频 率 ) 平面 波 E。, 它 从 N. 
个 不 同 角 度 ,N, 个 不 同 频率 照射 到 物体 Dui, 并 且 , 物 体 的 散射 场 
E, 在 物体 的 周围 以 个 不 同 点 上 测量 得 到 ,其 总 场 E 二 EE; 十 EE 在 
D, 和 Da; 内 满足 Maxwell JEA: 
V OX H — J — joD 
V X E — joB 
V*:D-—-p, V-*B-—0 
D —«E, B-— 4H, J= okE 
在 Du 的 边界 上 满足 连续 性 条 件 
nX E,—-nXE, n*B,—n*B, (5. 39) 
AP E, E; 分 别 为 界面 两 侧 媒质 中 的 电场 强度 B, B, 分 别 为 界面 
两 侧 媒 质 中 的 磁感应 强度 ,n 为 Du 的 边界 上 的 外 法 线 方向 。 
利用 Green 函数 法 将 上 述 方程 组 化 简 为 积分 方程 
EZ (r.c ,€) = Ei(r,o) + Í, Crr ,")O(GCr ES (r w, dr , 


(5. 38) 


r € D, U D; (5. 40) 
其 中 并 矢 Green E GG ro) 为 


COryr' yw) = LHP olr —r|) (二 维 ,TM 入 射 场 ) 


Gr ,r' 0) = ( 十 Begrad div') " Plr- r'|) 
0 


(二 维 ,TE 入 射 场 ,1, 为 二 阶 单位 阵 ) 


G I, + Lgrad div') 二 8^ 7 
(rryw) = (A; + zgra 1V ) dn r-r] 


(三 维 ,1 为 三 阶 单位 阵 ) 
O(r ) = wet (r') — e] 
Ei(r,o,€' ) = Ei(r,o) + Er,w,e' ) 
其 中 心 = v! ue) 为 D, 内 的 波 数 。 
不 难看 出 ,在 一 般 情 况 下 ,待定 参数 se" (r) 与 散射 场 Es(r,w， 
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e" ) 之 间 是 非 线性 的 。 
若 物 体 Da, 是 弱 散 射 体 ( 即 | E cr ROP )| « | Ei Ce w) | sr 
€ Dai WKF e (r) 重 构 的 非 线 性 问题 可 转化 为 下 列 第 一 类 
Fredholm 积分 方程 的 求解 问题 : 
Ei(r,w,t) =Í CCrP ,o)O(Cr ) EiGr' ,o)dr (5. 41) 
这 就 是 所 谓 的 Born ENIE. 
下 面 我 们 将 直接 讨论 式 (5: 40) EHO), R e CO 的 方法 。 
5.2.2 电磁 成 象 的 一 种 数值 迭代 方法 
首先 对 se G' ) 进行 离散 逼近 , 设 其 一 般 形 式 为 
e€' (7) & Meg) = OLC Yey (5. 42) 
其 中 (好 (rm ))} 为 D, 上 的 一 个 基 函 数 族 ,ev 一 (6, , Erst En), 
OG) = (Gy G De igo), 
于 是 式 (5. 40) 可 表示 为 
有 (row,s) = Ei(r,o) + Í, Grr , w) p, 


N 
x [> egr) 一 & [EG ,w,s)dr' (5. 40') 
i-i 


对 以 NN; 个 不 同 频率 从 N, 个 不 同 入 射 方 向 的 入 射 场 ,并 且 在 
M 个 不 同 点 测量 得 到 的 散射 场 E;(r,w,e) ,关于 e* C) 的 成 象 问 
题 可 由 下 列 非 线性 最 优化 向 题 确定 ， 


min | E (r,w, En) mU E; (r,um,E') i (rer (5. 43) 
ey ec 


其 中 = (rno) |m = 1,2,…,M,! 二 12 = ,2 
NC" 为 NN 维 复 空间 ,E: 表示 测量 数据 ,EE: 表示 数值 计算 得 到 
的 数据 ,并 且 ,r, 是 在 区 域 D, 中 的 测量 点 位 置 ,E: (n o, O, en) 
记 为 Eir, wE), 


利用 最 佳 摄 动量 方法 将 式 (5. 43) 转化 为 下 列 选 代 过 程 ， 


158 偏 微分 方程 逆 问 题 的 数值 方法 及 其 应 用 


Ey 十 外 > 如 (5. 44) 


Rh es 为 初始 猜测 向 量 ,5& 由 下 列 最 优化 问题 确定 ， 
min | Er, w, en + RA) — Ez Cr,o,&' ) || Laer 


A ec" 


+ aS (en) (5. 45) 
S Nj 


~ min SS v |E; nors EN) 十 IRE C n ,wh JOEN 


D negr v=] mm 一 lc 1 
— E; (r..&,€' )|* + aS (8e) 
其 中 o EUST S COR) 为 稳定 性 泛 函 。 
令 b, as = EL ns E) — Elr, ,we ) 
ami 一 Va » E, (rm, Ws EN ) 
HRGS. 45) 可 简写 为 


M Ni 


min EE Y ats — boa. |? + aS (8E) 


着 取 稳定 性 泛 函 SC66) 为 (ev) Ge C. 表示 共 示 转 置 ), 则 上 
述 关 于 SEn 的 最 优化 问题 的 解 可 转化 为 下 列 线性 方程 组 的 解 ， 


(A* A+al)6e = A* B (5. 46) 
其 中 
aian baa 
. 4214 bara 


T 
A= | amaan |, B = | buan 


iaa biza 


AMN N, Dun pN, 
1 为 N XN 阶 单位 矩阵 。 
为 了 保证 有 很 好 的 精度 , 参数 MN N, 和 应 满足 下 列 
条 件 ， 
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MN/N,>N (5. 47) 
下 面 讨论 关于 bnie Mani 的 计算 方法 。 
对 式 (5. 40') 中 的 积分 进行 了 离散 化 得 


E, Cms EN) 一 X160. cab De &G'.) 


一 JE CP ENAS, Fan € D, (5. 48) 
另 一 方面 在 Dj 内 , 仍 有 
E; (re EN) = E'(r',,w,) 
Ni N 
T MG... eel D & qG',) 


t-i 


m-1 
一 el JEE G^, em Asn» r.€ Da (5.49) 
E: Cwek) = H Go, E) E! (o £5) (5. 48^) 
Er Cwek) = Ew) + HQ g)E QS) — (5.49) 
其 中 


Ei(r, ,Wi EN) 


Er (0,6) = : 
E; (rv, ,wr LEN) 
Ei(r,,o) 
Er Can) = 
l E, (rw t) 
E; VES) 
EG e) = : 


ECEN n EN) 
H (t, 6.) 一 Uus) c£, E (o, e) 一 CPP 
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N 
hua = el Gur | enc 2 — 8] 
i=l 


N 
hi, = AG e| Depro — &] 
i=l 
则 Da 内 的 总 电场 和 D, 内 测量 点 上 的 散射 场 分 别 为 
ET Cane) = [I — É Co 6] ESQ) (5.50) 
Ew) = HG, &)[I — HG 8] EG). (5.51) 
对 式 (5. 48) 和 (5. 490 两 边 求 关 于 6 (01 = 0,2, ND 的 偏 导 
数 得 


PEOXCON u 9 H >r 3E; 

ae — 3e € H "p (5. 52) 
3 Es Canser) oF a ET 

9€ aeg t BL (5. 33) 


则 


Es je + HU - A) Er (5.54) 

由 式 (5. 51) 和 (5. 54) 即 可 很 方便 地 计算 出 bma, f a7. 

对 选 定 的 初始 猜测 向 量 6s ,电磁 成 象 数 值 达 代 过 程 为 ， 

第 一 步 :由 式 (5. 51) 计算 出 当 入 射频 率 为 w、 入 射 方向 为 。 的 
所 有 测量 点 上 的 散射 场记 (Cw, )， 

第 二 步 : 计 算出 测量 点 的 散射 场 EZ Gee) 与 计算 出 的 散 
8 9S Ei Coen) 之 间 的 误差 名 ,并 由 式 (5.51) RHY ausus 

第 三 步 ;由 式 (5. 46) 计算 得 最 佳 摄 动量 065, 

第 四 步 : 由 式 (5. 44) 构成 一 组 新 的 初始 选 定向 量 6 ; 

第 五 步 ;由 下 列 公式 计 算出 测量 点 上 的 散射 场 E; Guo e) 
与 计算 出 的 散射 场 Enoet) 之 间 的 相对 误差 ， 
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ER]1 = 


M uuu v, E; (rn WE ) E 
mv m. 


车 ER1 小 于 指定 的 精度 要 求 , 则 迭代 过 程 结 束 ;否则 ,再 次 执 
行 上 述 过 程 。 
5.2.3 ”电磁 成 象 的 模拟 计算 


在 没有 实际 测量 数据 的 情况 下 ,利用 下 列 过 程 来 证 实 上 节 介 
绍 的 电磁 成 象 的 数值 方法 的 可 行 性 。 

首先 , 选 定 -一 个 物体 的 复 介 电 参数 e"(r) 作为 目标 函数 ,利用 
式 (5.51) 计算 出 入 , 个 入 射 方向 ,Nj 个 不 同 频率 ,在 M 个 不 同 点 
上 的 散射 场 ,并 把 它们 作为 模拟 测量 值 E: Gum ee). 

然后 ,选取 作为 目标 函数 的 初始 猜测 函数 ,利用 上 节 介 绍 
的 电磁 成 象 的 一 般 迭 代 过 程 观察 精确 的 复 介 电 参 数 e' (r) 能 否 被 
重 构 ? 重 构 的 误差 用 下 列 相对 误差 来 衡量 : 


N N 
ER(e’ e) = JS Len — et rD D pet ro? 
^71 a=l 


Hp eoo = OLDE, 

模拟 算 例 

考虑 在 生物 医学 中 的 微波 成 象 问题 .物体 是 由 骨 、 肌 内 和 脂肪 
所 构成 ,并 且 物 体 浸泡 在 水 中 .在 3GHz 入 射频 率 下 , 骨 、 肌 肉 、 脂 
肪 和 水 四 种 物质 的 复 介 电 参 数 分 别 为 (8,1.2)、(46,12)、 (2.5， 
1. 3) 和 (76,14. 4), 

在 二 维 情况 下 ,手臂 模型 的 截面 和 结构 见 图 5.8。 对 包围 手 辟 
的 长 方形 区 域 分 成 17 X 13 个 单元 ,每 个 单元 为 5 mm 边 长 的 正方 
形 .X= T c 为 光速 ,w 为 入 射频 率 。 
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ERRUA) 选取 示 性 函数 : 
1， 六 在 第 i 个 单元 内 |. 
t ) 一 (j= 1,2, N) 
ar j) o 否则 J f 


口水 Z5 Oma WA 


图 5.8 手臂 模型 的 截面 和 结构 


961 入 射 场 为 TE 极 化 的 平面 波 , 并 且 在 16 个 等 分 角 方向 


入 射 ,模拟 散射 场 在 以 5 4 为 半径 的 围绕 着 物体 的 16 个 等 分 角 方 


向 上 测量 得 到 数据 ,初始 猜测 选取 为 肌肉 的 复 介 电 参数 (46,12)。 
正则 化 参数 取 0. 000 3。 关 于 复 介 电 参数 的 实 部 和 虚 部 的 重 构 的 计 
算 结 果 见 图 5.9Ca)\ 图 5.9(6)。 — i 

812. 当 入 射 场 为 TM 极 化 的 平面 波 ,并 且 32 个 等 分 角 方 向 
入 射 , 模 拟 散射 场 在 以 5 4 为 半径 的 围绕 着 物体 的 32 个 等 分 角 方 
向 上 测量 得 到 数据 ,初始 猜测 选取 在 中 间 一 部 分 为 骨 的 复 介 电 参 
数 (8,12) ,其 它 选 为 及 肉 , 正 则 化 参数 取 0. 000 3。 关 于 复 介 电 参 数 
的 实 部 和 虚 部 的 重 构 的 计算 结果 见 图 5. 10 Ca) E 5. 100. 
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A 


5.9 
a) 在 从 4 在 A' 截 线 上 , 复 介 电 参数 的 实 部 重 构 的 结 
O 在 从 4 在 4' 戴 线 上 , 复 介 电 参数 的 虚 部 重 构 的 结果 
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(a) 在 从 4 在 4' 截 线 上 , 复 介 电 参数 的 实 部 重 构 的 结果 
(6) 在 从 A 在 AT IEEE EN AS LS ERE EH HR 
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$53 无 损 探 伤 中 物体 的 密度 、 体 积 模 量 、 
前 切 模 量 的 重 构 问 题 


为 了 防止 材料 在 机 械 加 载 下 突 发 的 大 灾变 ,早期 利用 无 损 估 
计 发 现 材料 的 缺陷 (裂缝 等 ), 这 在 工程 中 变 得 越 来 越 重 要 ,物体 的 
材料 特性 可 由 三 个 参数 , 即 体积 模 量 AGO , 剪 切 模 量 p(x) 和 密度 
olx) 来 确定 .利用 材料 内 的 位 置 向 量 函 数 所 满足 的 线性 弹性 波动 
方程 和 在 物体 表面 可 测量 的 弹性 波 的 散射 场 来 确定 材料 内 部 缺陷 
的 方法 在 无 损 探 伤 方面 变 成 一 个 重要 部 分 。 本 节 讨 论 这 类 问题 的 
5.3.1 ”问题 的 提出 


假设 三 维 需 要 诊断 的 物体 为 非 均 匀 、 各 向 同性 的 ,物体 内 的 质 
点 位 置 向 量 函 数 uxt) = (u(x,t) ius Oo O us Oc t) ) c = Qn, 
zm.) 在 区 域 2 内 满足 下 列 弹 性 波动 方程 ; 


D DV aD] 5 -9 | œ| 228 十 zu) 
ox ， 2 àzj|^ Jr, m, 


9 "n, 
=P) un i = 1,2,3, r € £2, 070 


(5. 55) 
所 满足 的 初始 条 件 为 
u(x,0) = Peces —-0 xen (5. 56) 
(这 意味 着 在 初始 时 刻 ,物体 处 于 静止 状态 。) 
所 满足 的 边界 条 件 为 
U(X,t) = fixit), xEJN, i= 1,2,- (5. 57a) 


这 表示 作用 在 边界 2 0, 89 USCIUER C FEHMA 72 XE EL EGRE 
测量 得 到 ,所 以 这 里 采用 位 移 加 载 )。 
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2 


io TUR x) Paco 22 “十 (n*xj))—0, 


x € 20. i = 1,2,3 (5. 57b) 
n 为 902; 的 单位 外 法 线 向 量 ,x; 为 a 轴 的 单位 向 量 , 这 表示 该 边界 


为 自由 边界 部 分 。 
u(x,t) — 0, x€ 21h, i=1,2,3 (5. 57c) 
这 表示 该 边界 为 固定 边 
界 部 分 。 $0, Nis a, 


ee? 


这 个 全 的 边界 30 由 非 
重合 的 三 个 部 分 00 .0 0,、 
aN, Br 构成 。 

无 损 探 伤 问题 就 是 要 从 KiTA 
rk 257; REC. 55), PL Ra 
的 机 械 加 截 fio = 1， 

2,3). 自 由 边界 条 件 .固定 边 。 图 5.11 无损 探伤 问题 示意 图 
界 条 件 和 下 列 附 加 条 件 : 

uf) = as. i=1,2,3, x EIN,CIN, (5.58) 
来 确定 弹性 波动 方程 中 的 三 个 参数 AGO La GO p(x)。 

二 维 情况 下 的 示意 图 见 图 5.11. 


5.3.2 解决 无 损 探伤 问题 的 GPST 方法 


首先 ,将 时 域内 的 问题 转化 到 复 频 域内 考虑 , 即 对 式 (5. 55) 
~ (5. 58) K Laplace 变换 可 得 


jov - scale $t iz Lh * 32 52] ] 


— plx)s’v, = 0, ;i = 1,24. ERN (5. 59) 
vi(x,s) = Fi(x,s), i = 1,2,3, rcodn (5. 60a) 


-Ë 
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n*xj—0, 


io Eu "Xi 十 Soz Tz 
i- 23. MEM (5. 605) 


vi(x,) = 0, i=1,2,3, x € 90, (5. 60c) 
u:(x,s) = Hi(x,s), i=1,2,3, Xx € 90,C90, 
(5. 61) 
其 中 vx,s) Filx,s) H: (x58) 分 别 为 u(x,t)、fi(x,t) .h(x,t) 的 
Laplace 变换 。 


于 是 三 参数 Mr) .x(x) .p(x) 由 方程 式 (5. 59) 和 边 界 条 件 
(5. 60), (5. 61) ME. 

DEREN 

Va- (Xss) = v, Gras) + ôv, (x,s) 

Anei (x) = À, Cx) + ACX) 

Kasi (X) = uu Qr) + Op, (o) 

Pa- O0 = pL) + 0p, (x) 
REP. AGO V4 GO ov Gc) 为 未 知 参数 的 初始 猜测 函数 ,微小 扰动 量 
9A, (32 Op, (x) 99, (x) 满足 下 列 不 等 式 ， 

[inimi taco 


(n = 0,1,2, 7) (5. 62) 


[Op GO | « Jp Q | (5. 63) 
16, (x2 | < lo, (Qo | 


v. Or 为 对 应 于 一 组 参数 (h(x) s GO 0 G0 弹性 波动 方 
ERG. 59) 和 边界 条 件 (5. 60a) — (5. 60c) 的 解 , 即 V. Gr.s) 为 下 
列 边 值 问题 的 解 : 


zD, GV * v.(x,s)] + 5 LEE 
一 Pr Cx)s? Vin 一 0, i= 1,2,3, x € o, (5. 64a) 


Uin (ET,s) = Fs) i = 1,2,3, xcoadn (5. 645) 


9 vj, 
9 xj 
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9 
xD E x; Da P 十 SE 


i = 1,2,3, xE3N, (5.640) 

Uan (xs) — 0, i=1,2,3, x € IJN, (5. 64d) 

将 v.c Gn) FA Anaa GO na G0 9a G0) 代入 上 述 边 值 问 

题 , 利用 v) 为 上 述 边 值 问 题 的 解 , 并 忽略 v, Gn 9A GO. 

0m(r)0o。 等 关于 9 的 高 阶 项 , 可 以 得 到 v Gr). 与 0A, QO. 
Sp x) Op, Qc) 的 边 值 问题 


2 dv , 3Óv,, 
5. GOV «y, Gr, uo 这 [| z, + 52] 


n*x,—0, 


一 p, Q0s?6v,, 


3 
= = SUO 0s] - D i [1 oo 3e + 2t 


| 


十 Òa CX) Un i= 1,2,3, EN . (5. 65a) 
Ov, (x5) = 0, i = 1,2,3, xE2N, (5. 65b) 


L 869, 3 
up? ES "xod pets 23v. 十 2 n x, 
-aw LESS n*x, 


i202 x€23140, (5.650 

Õun (xs) = O0, i— 1,2,3, x € 3( — (5.65d) 

(B Ga Gr x' 5) = 1,2,3) 为 式 (5.654) ~ (5. 654) 问题 的 
Green 函数 , 则 


ÔU (xs) 一 一 je 2 [5 D oo v" * v, GO ,5s)] 
az | mx 
+D x [nen (22 re) | 


— Óp, (x! )s*u,, lax’, i 


il 
-— 
[e] 
- 

4023 


(5. 66) 


mi 
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由 附加 条 件 ,并 令 Ov (x s) = vua (rss) — v, Gs) ~ Hn) 
一 [MC TERES: € 3 (2, , Wt 
Vin (xs) — Hx.) 
= T. en o Less, [55 0.0 «v, 52] 


n 


52] 6p, (x' Js un )dx' , 
d x; 


4- > jz po PES 十 
i=1,2,3 (5.67) 

上 述 公 式 是 关于 (6 Q0 84,0 ,0p, (0) 的 第 一 类 Fredhotm 
积分 方程 。 

GPST f Je S EJ [o] Eh AE A 3 (ER 

(1) 利用 数值 积分 计算 Foe 0 Lh cC 0 ff] Laplace 2536: $e eR fI 
F(x,s) Hs) E s = sOn = 1,2,5, M) 处 的 值 。 . 

(2) 对 选 定 的 一 组 {和 (x) ,p(x),p,(x)), 利 用 数值 方法 ,计算 
弹性 波动 方程 式 (5. 64), (5. 65) 和 Green g EE Gop (x, x's) {E s = 
Snn = 1,2. M) 处 的 数值 解 。 

(3) 对 第 一 类 Fredholm 积分 方程 式 (5. 67) 进行 离散 化 ,并 采 
用 正则 化 方法 求解 ,得 到 扰动 量 964.-:(r) .6p -Cr) .0o COR 

(4) 由 式 (5. 620 构成 下 一 次 的 初始 向 量 。 

每 次 循环 之 中 ,需要 计算 m 次 弹性 波动 方程 和 Green 函数 的 
数值 解 , 以 及 一 次 第 一 类 Fredholm 积分 方程 的 数值 解 。 


5. 3.3 ”数值 模拟 


数值 仿真 过 程 如 下 : 

(1) 首先 ,选取 一 组 参数 {4' G0. 6 (x),p' (x)} 作为 未 知 参 
数 的 精确 值 和 加 载 函数 Os (i = 1,2,3), 并 数值 计算 它 的 
Laplace 变换 F(x,s) 在 离散 点 sOn = 1,2,…,M) 上 的 值 。 

(2) 利用 有 限 差 分 法 计算 弹性 波动 方程 初 边 值 问 题 (5. 55) ~ 


170 篇 微分 方程 逆 问 题 的 数值 方法 及 其 应 用 


(5. 57) 在 复 频 域内 的 数值 解 及 在 2, 上 的 附加 条 件 Hi(x,s) Gi = 
1,2,3) 的 数值 ,并 把 它 视 为 模拟 测量 值 ,作为 已 知 的 附加 条 件 。 

(3) 选取 一 组 初始 猜测 量 {X46Cx) ,polx) ,polx)}) 作为 已 知 量 ， 
利用 上 述 构成 的 GPST 迭代 算法 ,一 次 一 次 地 得 到 新 的 一 组 已 知 
S GO , us GO os GO) ,利用 

IAD — A* GO I| 二 ME as G0. — p(x) + M es GO 

— p* (o) [| 

作为 衡量 标准 ,判断 GPST 每 次 的 计算 效果 和 收敛 速度 。 

我 们 选取 一 个 很 厚 的 形 钢 体 棒 作 为 模拟 算 例 . 这 个 钢 体 在 
一 个 角 处 由 于 微 空 产生 缺陷 ,并 假设 这 些微 空缺 陷 并 不 改变 钢 体 
的 密度 函数 , 即 p(x) 二 1。 机械 加 载 应 用 于 工 形 钢 体 的 一 个 边 处 ， 
另 一 个 边 作为 测量 数据 处 ,由 于 世 形 钢 体 很 厚 ,我 们 可 以 把 该 问题 
之 视 为 二 维 的 情况 ,并 且 密 度 函 数 保持 不 变 。 因 此 这 样 的 算 例 为 关 
TA GO. (x) 二 维 二 参数 的 重 构 问 题 .该 问题 的 示意 图 见 图 
5. 12, 


加 载 边 界 
wu, = 0,4; = 0 
T 
(16,15) 
1(cm) 
uem 自由 边界 
测量 
RE 


固定 边界 zy (cm) 
图 5,12 LER — 86 HER CIE 
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利用 数值 仿真 过 程 重 构 结 构 见 图 5. 13, [8] 5. 14。 


ACGPa) 


6 7 LS, 


REA 
E L GAF 


0 2 4 6 8 10 12 M 16 
图 5.13 A'GO 重 构 结果 


虽然 计算 的 网 格 分 点 数 很 少 ,但 重 构 的 相对 误差 


la =al 
"en ja oC 04075 


max Jar — al = 0. 147 
x2 — | |I 


是 比较 小 。 重 构 的 灵敏 度 (定义 为 重 构 的 数值 误差 与 初始 猜测 的 误 
差 ) 为 


max || à" — A, || B 
max il A* — Ao il 一 0. 25 
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max ||" — pw || 


max |e — p| ^ 0 275 
这 个 结果 也 是 比较 满意 的 。 一 般 地 ,如 果 网 格 适当 加 密 , 则 应 
用 GPST 方法 计算 的 结果 就 会 更 好 。 


Z | 
2 4 6 8 10 12 1 16  ,my 


图 5.14 jp" (x) 重 构 结 果 
5.4 跨 音速 机 收 的 反 设 计 方 法 


5.4.1 问题 的 提出 

我 们 知道 ,在 航空 工业 中 ,飞机 的 翼 型 和 机 票 设计 是 一 项 很 重 
要 的 工作 ,机 器 设计 的 好 坏 决 定 了 飞机 的 各 种 飞行 性 能 和 气动 效 
率 ,在 现代 民用 飞机 制造 业 中 ,制造 厂家 更 加 重视 经 济 性 和 安全 
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性 ,飞机 耗 油 和 航程 与 飞机 巡航 的 气动 效率 直接 相关 


耗 油 量 “WD W 
飞行 距离 ^ ML  ML/D 


其 中 W 为 飞机 重量 ,MM 为 飞行 马赫 数 ,D 为 飞机 阻力 , 工 为 气动 
升力 。 

由 上 式 可 知 , 耗 油 量 与 气动 效率 ML/D 成 反比 ,因此 , 节 油 就 
意味 着 使 气动 效率 尽 可 能 地 高 .在 增加 飞机 气动 效率 的 要 求 下 , 跨 
音速 机 桥 的 反 设计 优化 方法 的 研究 使 得 未 来 飞机 设计 出 现 了 一 些 
新 的 设计 思想 ,减少 飞机 阻力 是 增加 飞机 气动 效率 的 关键 .飞机 阻 
力 的 主要 来 源 是 粘性 阻力 和 激 波 阻力 ,减少 粘性 阻力 的 最 好 方法 
是 设计 层 流 机 要 , 使 机 翼 表 面 保持 较 长 的 层 流 段 ; 激 波 阻 力 可 以 通 
过 设计 无 激 波 超 临界 机 可 来 减少 。 

从 空气 动力 学 的 知识 可 知 , 在 给 定 的 飞行 马赫 数 M. TRUE 
的 外 形 ( 机 机 剖 面 示意 图 见 图 5. 15) deg T TEPLRUR BE FR 714) 
布 函 数 ,并 且 也 决定 了 粘性 阻力 的 大 小 以 及 激 波 阻力 是 否 存在 。 


图 5.15 PLX idi zr EE [T 
LE TE 分 别 表示 为 前 缘 和 后 缘 点 


在 三 维 空间 中 , AILERA NDT, y) 满足 下 列 非 线性 
椭圆 方程 


Nb — AM Sa =e aH] (5. 68) 


RPR = O+ DMLY AERE H 39 5 m IAEA 为 
Laplace 算 子 ， 
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势 函 数 DO yz 在 机 可 表面 上 所 满足 的 边界 条 件 为 
SG. + 0) = Ts Gy (5. 69) 


Ro Qu^dt RUE. 

z= f. Gy) A z= 了. (Zz,y) 分 别 表示 机 村 的 上 下 两 个 
曲面 。 

在 机 可 表面 上 的 压力 分 布 C。(z,y) 与 势 函数 更 之 间 的 关 
系 为 

C, Gy) 一 一 2$,(z,y, 0) - S (5. 70) 

EFS 为 芋 的 高 阶 无 穷 小 量 。 

机 事 设 计 的 正 问题 就 是 在 给 定 的 翼 面 函数 , 即 z = 了 , (3,y) 
和 zz 二 了 (z,y)((z,y) E D 区 域 ), 根 据 非 线性 椭圆 方 程式 
(5. 68) 和 边界 条 件 (5. 69) 就 可 确定 该 问题 的 全 速 势 函 数 DC Ly, 
2 ,并且 也 确定 了 翼 面 上 的 压力 分 布 C, Goo. UR IS] 
题 就 是 在 给 定 的 目标 压力 分 布 函数 C，(z,y), 并 根据 方程 式 
(5. 68) 和 边界 条 件 (5. 70) KERM z = 7. (y), 

三 维 跨 音速 机 标的 最 新 反 设 计 方 法 是 由 Takanashi 在 1984 年 
提出 的 残 数 修正 型 方法 .该 方法 将 独立 发 展 的 反 设计 部 分 与 现 有 
的 正 设计 方法 耦合 地 进行 正 反选 代 设计 。 由 于 该 设计 在 正 反 设计 
过 程 中 是 相对 独立 进行 的 , 则 可 以 方便 地 采用 当前 正 设计 方法 中 
的 最 先进 技术 ,包括 Navier - Stokes 方程 的 数值 计算 方法 ,因此 ， 
残 数 修正 型 方法 是 一 种 具有 很 大 发 展 潜力 的 方法 。 目 前 ,我 国 在 跨 

音速 机 村 反 设计 方法 方面 的 研究 也 广泛 采用 了 残 数 修正 型 方法 ， 


5.4.2 残 数 修正 型 方法 


首先 采用 下 列 线性 变换 将 方程 式 (5. 68) 由 物理 坐标 系 变换 
到 设计 坐标 系 (z,yvz)， 


r—z, y=py, z=fz, B=N1-M (5.71) 


e 
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PG 一 BG 


则 式 (5. 68). (5. 69) (5. 700 在 (zy,y,z) 坐标 系 下 分 别 为 


Ao = xit +H (5. 72) 
dr!\!2 
P, (r,y, + 0) =f, (zy) +Q (5. 73) 


2 
C, G3) = 2 Eeey, 士 0) 十 9 (5. 74) 


其 中 
P. 3f. au) aT- G, 6.75) 

H QS 分 别 为 由 豆 .Q .5 转换 坐标 系 得 到 的 高 阶 无 穷 小 量 。 

机 要 设计 在 反问 题 转化 为 在 给 定 的 压力 分 布 函数 C,- Ges) 
下 ,设计 出 满足 式 (5. 72) 和 (5. 74) 的 翼 面 函数 z = f. (zx,y)。 

对 给 定 的 一 个 初始 翼 面 函数 zx = 三 (x,y), 则 由 式 (5.72)、 
(5. 73) 便 可 唯一 地 确定 全 速 势 函数 D Ge y 20 和 相对 应 的 压力 分 
布 函数 C,- (z, 方 )。 若 给 要 面 增加 一 个 微小 扰动 S/- (x,y), 则 相 
应 的 全 速 势 函数 也 将 会 产生 一 个 微小 扰动 的 全 速 势 函数 86 和 
压力 分 布 函数 6C。 ,并且 $ 十 86 满足 下 列 控制 方程 组 ; 


ACD + 80) = IET 2 (5, 92,» |+ H — (5.76) 
XL2 0 


(4, T 00.) |... 一 fF. Gy) T of (zyy) 十 Q 
(5. 77) 


C, Gs + 3C, G5) 


2 
一 一 2 P6. y. 士 0) 十 ôD, (x,y, t 00] +S (5. 78) 


根据 下 所 满足 的 方程 和 边界 条 件 , 并 代入 式 (5.76)、(5. 77) 
和 (5. 78) 可 化 简 得 0 所 满足 的 控制 方程 组 
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L 2 . 
as = ^3 Ze, + 85, 68: | (5. 79) 


6O,(r,y, +0) =f. (x,y) (5. 80) 


9C, (p) = 


利用 Green 函数 方法 ,将 式 (5. 79) 转化 成 下 列 微分 积分 方程 : 


kl {WV(r,y,z; TUR [SDE + 00 — eD, — 05] 
Se 


2 
—2 PM Gesy, +0) (5.81) 


1 
4r 


十 TIN zê, XC 3. Ddédgdt (5. 82) 
其 中 
XG.ysz) = FED, + 96,» — di] (5. 83) 


VG.yzitqD = [æ E t y+ eo ty] t 
(5. 84) 
Sw Xo LULA A EF Hl ri EE DR Fe E RO HL RT 
式 (5. 82) 中 的 三 重 积分 按照 Oswatitch 主 值 积 分 来 定义 


jl | ( Odédydt = lim [ftf 'C ae -f < )d6]dydt 


(5. 85) 
对 式 (5. 82) 两 边 求 关于 的 偏 导数 ,并 对 在 z = 土 0 处 的 值 相 
加 可 得 


ĝu, (x,y) = 一 E fY. ce,y,0:8,0,08w, ct dedo + X(x, y) 
Se 


| 
十 去 || Ve 3,0:8, 0, DUC ,7,8) 


T xG,a, — 0 Jdédrdt (5. 86) 
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其 中 
X,GQx,y) = XGs y, T0) o Xr,y, — 0) (5. 87) 
ĝu, (x,y) = ÔD, (Ty, 十 0) 十 P, (z, y, 一 0) (5. 88) 
ôw, (x,y) = ÔD, (r,y, + 0) 一 5. (x, y, 一 0) (5. 89) 
So RMR E MEILAA A h. 
类 似 地 对 式 (5. 82) 两 边 求 关 于 x 的 偏 导 数 ,并 对 在 z= 土 0 处 
的 值 相 加 可 得 
1 | r—Ẹ ] 
éw.Cr.y) = => || 一 一 ”< 人 |] 十 déd 
OEE T ah OSL yq-0'x6-3541 7 
* d fresin tpe b 
其 中 


Ou Gr, y) = OP, rsy, 十 0) HG,(z,y, — 0) (5.91) 

ôw, lrs y) 一 09.(zy, +0) 十 6gG(zyyy， 一 0) (5.92) 

为 了 计算 式 (5. 86) 和 (5. 90) 中 的 三 重 积分 需要 已 知 X(zx,y， 

z) 在 整个 流 场 空间 中 的 变化 特性 .为 此 ,引入 类 似 与 Nerstrud 使 


用 过 的 衰减 函数 来 通 近 $,(x,y,2), 
Q,(r,y,z) = D,(x,y, + 0)e^ "e (5. 93) 
其 中 
f". (zx,y) 


" 9! 
R- (x,y) = Pu (zr,y) = pp (x,y) 


$,(x,y, £0) 
(5. 94) 
由 于 OG Cy, O= P. Guy) 近似 成 立 , 则 不 难 验证 在 机 
面 上 由 式 (5. 93) 构成 的 近似 函数 Dry) WE Dn = 五 ， 
因此 ,可 以 假设 
ôB. Cr, yz) = P, (xr,y, + Oe A.» (5. 95) 
W X(z,y,z) 的 表达 式 可 化 简 为 
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Xz, yz) = Xx,y, £ 0e!» (5. 96) 
将 式 (5. 960 代入 式 (5. 86) fI (5. 90) ,3F ARE LUN ORG SUR E 
流 点 对 扰动 势 函 数 的 微小 影响 ,可 得 
Gu,(z,y) = — 有 TxG.y 


Ts 


T I, (X,Yy; $,9, 一 0x(,n, — 0) Jdédy (5. 97) 


^ 1 ĉu, (6,0) r—£& 
jc = L ff P Je 
WaT? = rJ] (y — p? Va- EFO- dêdy 


3 
w 


十 à [ [t ersten 十 0)X(E,7， 十 0) 


~ Lry., — 0X(,7, — 0)]dédg (5.98) 
其 中 
LG.yi$. +0) = [we Guys0:6 De 2R nde 
(5. 99) 
LG, yi&,9, + 0) =| We (r,y,0,8,g, De Pende 
(5. 100) 
根据 式 (5. 74)、(5. 88) 和 (5. 91) 可 知 


- gg 40». (x) + 9C, (x) (5. 88') 


ĝu, 9 一 2 ' 
"E - gg | 46. G5) 一 96, Gs] (5. 91) 


ĉu, (z, y) 一 


XG.y. +0) = 2[[9. x». - 9C, G3 


2 

2 B >| 
— Bi(r,y,0) (5. 101) 
wry) = Of, (x,y) — 8f (x,y) (5. 89') 


w. lzy) = 0f. (r,y) 0f. (x,y) (5. 92') 
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从 式 (5. 88')、(5.91)、(5. 98) 和 (5. 10D ,不 难 知 ;6vw, (zx,y) 


直接 可 由 关于 f. (z,y)、6C,。 (z, 方 ) 的 显 式 表达 式 求 得 。 
从 式 (5. 89). 05.92), (5. 98) 和 (5. 101), RIER: w, Cz, y) 
可 由 下 列 第 一 类 Fredholm 积分 方程 确定 : 
[wcesy.0s8 i. 00. CE patan = FG. yidC, 8, f.) 


S 


” (5. 97) 
其 中 1 
F= 2x| - ôu, (x,y) + x. Gr.) 十 + [Erev + 0) 
EM 


X XÈ d 0) LG. yitg. — OXE, — o]dedy | 
— H Ow,G y) Ow,Ge, y) 被 唯一 确定 , 则 由 式 (5.89')、 
(5. 92^) 可 知 
óf'. (x,y) = [w(x,y) + ôw,(x,y)] | (5.102) 
ED! 
apo 2 
+ Ow,(r,y)]dr, X € Trely) (5. 103) 
其 中 zre(y) ne G0 RAIRE y 的 截面 上 的 前 缘 边 界 点 和 后 缘 
边界 点 ( 见 图 5. 15), 
KRG. 103) 还 不 能 唯一 地 确定 f(z,y), 为 了 唯一 地 确定 
它 , 还 必须 附加 两 个 条 件 。 
第 一 个 条 件 为 ， 
f. Czy) y) = 0 (对 一 切 y) (5. 104) 
这 一 条 件 意 味 着 修正 的 机 翼 在 前 缘 边 界 点 始终 保持 不 变 。 
第 二 个 条 件 为 ， 


Typ l 
f àw(r,y)1Ór — 0 (对 一 切 ) (5. 105) 


ng 


这 一 条 件 意味 着 修正 的 机 器 在 y 的 剖面 内 的 面积 始终 保持 不 变 。 


f (x,y) = 0f. (arly), y) +Í [6w, Gr, y) 
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对 给 定 可 型 的 目标 压力 分 布 函 数 Cz, Gn 残 数 修正 型 方法 
的 一 般 迭 代步 又 : 

第 一 步 ;给 定 初始 翼 型 x = f. (zx,y), 利 用 数值 方法 计算 由 式 
(5. 72) 和 (5.73) 构成 的 非 线 性 椭圆 方程 问题 ; i 

第 二 步 : 由 式 (5. 74) 计算 得 到 的 初始 翼 型 的 压力 分 布 C，_(x， 
》), 并 计算 它 与 目标 压力 分 布 函数 之 差 C, = Cr, —0,; 

第 三 步 : 对 式 (5. 90) 右边 利用 数值 积分 便 可 得 Ow, Cr 32 

第 四 步 : 采 用 正则 化 方法 和 数值 方法 求解 积分 方程 式 (5. 97), 
得 到 Ow, Cr, y); 

第 五 步 ;利用 式 (5. 103) 计算 得 到 翼 型 的 修正 量 ðS. Gy; 

第 六 步 : 令 6f- Go) Ef. Gif. Gu) f830)Bi RM, 
并 再 次 执行 上 述 过 程 ,直到 C. 一 C, 之 ele 为 指定 的 精度 ) 
为 止 。 : 

由 此 可 见 .本 节 所 介绍 的 残 数 修正 型 方法 与 第 三 章 介 绍 的 
GPST 方法 是 完全 类 似 的 。 

在 具体 做 数值 计算 过 程 中 ,要 遵 慎 处 理 好 式 (5. 90) 和 (5. 97) 
中 出现 的 奇异 性 积分 ,并 对 新 的 姻 型 曲面 作 光 顺 处 理 以 便 保 持 光 
请 的 曲率 分 布 。 例 如 :将 第 六 步 改 为 如 下 的 光滑 - 松 驰 过 程 

f= isy) + PLOS Cr) + 0.25( f. (zy 1) 

Tf. Goya) + Of. (zy) 
Tf. Gp y] Sa Gr;, yj) (5. 106) 

其 中 /为 松弛 参数 , 取 值 范围 为 0 入 Ap 近 0.5。 


5.4.3 ”设计 实例 


为 了 验证 残 数 修正 型 方法 的 可 行 性 ,首先 选 定 一 个 机 姻 f: dE 
为 目标 函数 ,利用 正 设 计 方 法 计算 得 到 在 该 机 要 下 的 压力 分 布 函 
WC, ,并 把 它 作为 反 设计 问题 的 目标 压力 分 布 函 数 C; .然后 , 选 
& — ^ WUR f. ES 视 为 初始 机 可 ,利用 残 数 修 正 型 方法 的 一 
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般 和 迭代 步骤 来 观察 能 否 重 构 C7 。 
选取 目标 压力 分 布 为 一 个 已 知 超 临 界 机 要 FL M. = 0.78， 
仰角 为 a = 0. 45* 时 的 压力 分 布 。 并 将 Fl ELLE BRI ER A 
的 坐标 增加 该 处 厚度 的 20% 作为 初始 机 票 , 经 过 9 次 选 代 设计 机 
翼 上 的 压力 分 布 与 目标 的 压力 分 布 相 重 合 .图 5. 16 给 出 了 各 剖面 
处 目标 压力 分 布 .初始 压力 分 布 和 设计 机 枝 上 的 压力 分 布 。 由 图 
5.16 可 见 :设计 机 要 上 的 压力 分 布 与 目标 压力 分 布 重合 的 很 好 。 
图 5.17 给 出 了 初始 机 村、 目标 机 枝 (F1 LEO. 及 设计 机 翼 的 三 个 
-剖面 的 几何 型 面 ,由 图 5. 17 可 见 : 设 计 机 枝 与 目标 机 要 的 几何 型 
而 重合 的 也 很 一 致 。 | 
7 = 0.2571 


-~ 


POSU 


03 0.6 | 
(b) 
920.771 


图 5.16 F1UUR & Blk EENS d D HC 
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图 5.17 Fl 机 村 各 前 面 几 何 型 面 的 比较 


5.5 分布 式 参数 系统 中 的 一 类 逆 问 题 


$.5.] 问题 的 提出 


众所周知 ,分 布 式 参数 系统 的 模型 建立 对 精确 描述 和 有 效 控 
制 许多 物理 和 工程 应 用 中 的 过 程 起 着 关键 的 作用 。 因 此 ,分 布 式 参 
数 系统 的 识别 问题 受到 了 广泛 重视 ,虽然 ,对 分 布 式 参数 系统 的 识 
别 问题 做 了 大 量 的 研究 ,但 是 它们 主要 研究 的 是 从 输入 和 输出 数 
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据 来 估计 未 知 参数 .然而 ,由 于 与 地 球 物理 和 环境 问题 的 分 析 和 控 
制 有 关 , 作 用 在 分 布 式 参数 系统 上 的 外 界 力 的 识别 问题 变 得 越 来 
越 重 要 .例如 ,要 控制 空气 或 水 污染 时 ,经 常 需要 实时 利用 在 几 个 
观察 站 取得 的 测量 数据 来 确定 空气 或 水 污染 的 位 置 .扩散 情况 和 
污染 程度 等 ,这 类 问题 的 简单 模型 可 由 下 列 分 布 式 参数 系统 给 出 ， 


VhvVe — Ž + fart = 0, x€0, 0«ct«o 


(5. 107) 
其 中 k(x) 为 已 知 扩 散 系 统 ,f(x,t) ERMI RERI, gs 
空间 R 上 的 有 界 区 域 .初始 条 件 和 边界 条 件 如 下 ; 
初始 条 件 ; u(x,0) = ux), LEN 


URR sga, rer 
其 中 4 为 单位 法 向 量 ,0 是 一 个 有 界 区 域 . 忆 是 9 的 边界 ， 

J| 4, 971€ 203) 在 TT 的 全 部 或 局 部 边界 ,上 已 知 , 则 外 界 作用 
力 的 识别 问题 是 从 已 知 的 uo(x)、g(x,1) E GO 和 边界 D, EBD 
值 确定 f(x,2)。 


5. 5.2 最 佳 摄 动量 法 
考虑 作用 在 整个 区 域 2 上 的 外 界 力 为 如 下 形式 ， 
SaD = 5, c hete i (5. 108) 


Hp E= Cfi shi gis exin fihi gs mix) sx, 表示 一 个 外 界 力 
的 作用 位 置 ,r; = |x — x]|,0; 是 一 个 表示 作用 范围 的 一 个 参数 。 
车 x; 为 一 \ 二 ,三 维 空间 上 的 点 , 则 5 分 别 为 51.6 7.7 ! 维 空间 
上 的 向 量 , 并 统一 将 $ 视 为 工 维 空间 上 的 向 量 。 
一 般 地 ,u(x ,1) 只 能 知道 在 一 些 离散 点 上 的 数值 ,不 妨 假 设 
u lxt) ECx) = (x iT G = 1,2, Dj 1,2,0, J, T HRE 
周期 ) 已 知 .因此 ,识别 问题 是 要 利用 uox) E Gr) qr) 和 ur), 
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ETC = 1,2,1, j = 1,2, 7) 来 确定 1 和 《。 
作 王 列 数值 迭代 过 程 ， 
£e) = Eee, m—0,L,2,- (5. 109) 
其 中 Xon sco x En AAE, A TREERE, ER 
的 摄 动量 满足 | o6" sd 6d .06" 由 下 列 最 优化 过 程 确定 : 
min, | u(x,t) — u* G,t + 66) ||? ter, + aS (8Ẹ") 


= min Y Im ST) — u* GT, E + 6€) T aS OF) 


"menta 1 iSl 


x min 3 5 [ur IT) — VEu' (xj iT EE 


ate R^ 471 i~i 


— u' (x,t6 €) aS (OP) 
RESO 表示 稳定 性 函数 ,a AGERE ut Gs D 满足 下 
IRR SHIRE, 


VkVu — 5 4 fate = 0, xE, 0«t«oo 
u(x,0) 一 u(x), x € n (5.111) 
$= g(r), rer 


4 a,G) = uy GT) — ut Gy, IT, E) 
bj G) = Veu' x iT; E) 
则 
c | uet) — u" Qr, t6€ 43-96) |: ier, + aS (8€" ) 


= 5 > Cali) 生态 (88) + aS S) (5.112) 


j>. i-1 


ESOM 取 为 (党 )708 , 则 上 述 最 优化 问题 的 解 由 下 列 方程 
确定 ， 


BOBO) 十 ED)68 一 1B GAG (5.113) 
` i=l i=1 . 
其 中 
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a, (i) bi (i) 
j bi) 

AG) = ex) . BG) = T 
aj) 5G) 


EE 是 一 个 LX 工 阶 实 单位 矩阵 。 

一 且 ! 固定 , 则 利用 和 迭代 过 程式 (5. 109) 和 求解 线性 方程 组 
(5. 113) KME 6x5 FOE PEEL XA UR C. 110) 的 最 小 值 . 要 注意 
Jeu’ G; 4T 8) 利用 数值 方法 来 计算 。 


模拟 计算 

为 了 方便 起 见 , 假 设 2 一 [0.1] x [0.1]. us = + y, 
; EE ; Ju Ju 29294 ou E , 
K(x) 一 < TY 3n r ðn r, In r, Ən r, 2e 


T =r +r, +r, +T). CAE 5.18) 

为 了 证 实 上 述 方 法 的 可 行 y 
性 ,对 给 定 一 组 数 ,模拟 过 程 
如 下 。 

首先 ,选取 一 组 数 作为 
精确 值 ,在 上 述 定 解 条 件 下 , 利 
用 有 限 差分 法 解 方 程式 (5. 111) 
在 T， 上 的 数值 解 ,并 且 把 它们 
作为 P, 上 的 测量 值 。 

然后 ,固定 的 ! 选取 初始 值 。““ 
全， 利用 式 (5. 109)，(5. 111)， 图 5.18 问题 的 求解 区 域 
(5. 113) 的 数值 解 , 可 以 得 到 一 
组 新 的 数值 如 ,按照 同样 的 方法 可 以 得 到 一 组 新 的 数值 全, 这 个 过 
程 一 直 继 续 ,直至 下 面 的 数值 接近 0。 

ER(u,,u7) = || u,(x,ż) — u^ Get; £» || rer, 


( 若 ER 不 接近 于 0, 当 ER 达到 最 小 值 时 , 则 增加 5 的 维 数 , 然 
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后 ,执行 上 述 过 程 ), 于 是 ,5 被 重 构 出 来 。 
为 了 估计 每 次 过 代 的 收敛 情况 ,引入 下 列 几 个 关于 迭代 次 数 


m i EX. 
ê Cn) = 10logl& — & |? 
xım) = 10 log[ Cx? — x?) + Of — yTy] 
zn) = 10 log[L(zy — x7) + (y — ypy] 
J Gn) = 10 log || u,(x,t) — u* (r,t) || rer, 
gn) = 10 log || g(x,6:£ ) — g(x ,t;§) || ? 


例 1 外 界 的 作用 力 如 下 ; 
Sfat E= Ate De [G- 0. 5)  - y - 0. 1] 
+ (0.5 + 0. 5e ?")e slo aD on 

E 一 (1,1,1,1,0.5,0.2,0.5,0.5,2. ,1. 5,0. 1,0. 807 
$T,-D-210,4-0.0001,A4z —Ay — T 20.1, 8] 68 € H 
(0. 6,0. 6,0. 6,0.5,1. ,0.5,1.,0. 3,1.5,1. ,0. 4,0. 60^ ,& Gn), 
Tim) x, 02) Jn) 关于 和 迭代 次 数 记 的 模拟 计算 结果 更 图 
5. 19(4) ~ 5.19(4). 


MIL an Gg 
5 -10 
-20 ` 
-15 
-30 
bad 40 
365 10 30 30 40 50 80 *05 10 20 30 40 50 80 
m m 
(a) (b) 


图 5.19(0 ~ (b) 
Ca) 名 lm) 变化 曲线 O rOn) 变化 曲线 
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J O10, 


0 30 
-10 10 
-20 
-10 
-30 
40 -30 
-500 10 20 30 40 S0 60 500 10 20 30 40 50 80 
m m 
(ce) GL) 


图 5.190 ~ (D 
C) rm) 变化 曲线 (40 J On) 变化 曲线 


例 2 OS p XE ipa REESE EH REL LR us (e (1 十 
r%rt)( 这 里 rt 是 [一 1.1] 上 的 随机 数 ) 引入 相对 随机 误差 的 测量 
值 .外 界 的 作用 力 如 下 : 

fG.t£ ) = (1 +e De le oe en 
€ = ((,1,1.1,0.5,0.5)7 
Sr, =r, +r, I= 10,a = 0.000 1.år = Ay 20. 1,T — 0.05, 
r% = 1%., 初始 值 £ H (0.5,0.5,0.5,0.5,0.1,0. 90^ ,£, (m), 
zi On) J Gn) W gn) ACE XE (CX m 的 模拟 计算 结果 见 图 
5. 20(2) ~ 5. 20(d), 


E (m) Gn 
0 

-10 -20 
-20 

40 
-30 

"000798 5 10 ao $ 10 
m 
(a) (b) 


图 5.20(a) ~ (b) 
《a) lm) 变化 曲线 O zi(m) 变化 曲线 
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JGn) gm )90 
0 

20 
-10 10 
-20 0 
30 10 

Bd 5 10 a 5 10 

m nm 
(e) (d) 


图 5.20(0 — (4) 
€) J Gi 变化 曲线 (42) g(m) 变化 曲线 


5.5.3 解决 外 界 力 识别 问题 的 最 优化 方法 
假设 式 (5. 107) 85 EGO 为 常数 c, 并 且 外 界 作 用 力 为 点 函数 ， 
即 
fat) = 2f. o8 —x), n€40 (5.114) 


则 该 该 识别 问题 就 是 利用 "e qG,0 和 uxt) KAE LSO 
和 Xio 
. 我 们 知道 ,cAu + 57 = 0 的 基本 解 为 
u’ (tX, t,x) 一 — d. e ci 5 (5. 115) 
4zc(t — t)? 
其 中 4 为 0 的 维 数 ,r = jx ria c0, 
将 式 (5. 107) 中 的 变量 (z,x) 改 为 (r,x' ), 然 后 对 该 式 乘 以 噬 
并 对 (r,z ) 进行 积分 得 


NAT 一 3 +fluidrdr=0 (5.116) 
对 上 式 进行 分 部 积分 得 
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INI uf chu* + E) dx'de e 39u drdr 
oJn at or on 


-ef | 32 uarae + f | u' fnac — [ [car | N =0 
利用 边界 条 件 及 wu” 的 性 质 可 得 
u(x,t) = cf l'au are: - ff 2 udrdr 


十 f | favar 十 [dr | uL xE 
(5.117) 
当 工 一 和 时, 便 得 到 下 列 边界 积分 方程 ; 


a(x)u(Qr, 2) = ef [ew arae — | EE 
rJ o 0 


2n udT'dr 
r 


+ f fu fax'de + [fax] s. xer 


(5.118) 
EHP alx) ERRATA T FYER A K 
对 每 个 时 刻 上 和 函数 /可 以 从 上 述 边 界 积分 方程 确定 zz,z) 
在 边界 个 上 的 数值 。 
根据 w(x,z) TE P, E BTE EIL DUE PO) = aGOu Gn. D 在 TT, 上 
HJ GARAGE rini. 


— [aGOuGot) — h(x,t) 
TSt) = au t) 


其 中 函数 u(x,t) 由 式 (5. 118) 确定 。 
考虑 到 测量 值 仅 在 边界 的 一 些 离散 点 上 ,并 且 fos 为 /个 
点 函数 , 即 MORAT: = 1,2,… 光 )。 则 上 述 泛 函 可 具体 表示 为 


四 aGQ Ju lxt) — AOK) 
4o) = > | ERTES | (5. 119) 


2 


r, 
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其 中 u(xi,t) 由 边界 积分 方程 式 (5. 118) 确定 ,x; 为 边界 上 的 测 
量 点 。 

一 旦 /固定 , 则 外 界 力 的 识别 问题 就 是 求 泛 函 J,(t) 关于 x 和 
AO 的 最 小 值 问题 。 

鉴于 上 述 分 析 , 可 建立 如 下 外 界 力 的 识别 过 程 : 

D 令 外 界 力 的 个 数 1 为 1; 

(2) 分 别 对 参数 (2) BI x oR JO) Jua 0 的 最 小 值 ,并 记 
ÀJ) GO) 和 .Ci 

(3) IR JO 5 Jia a) 的 相对 差 R 
DD) oJ) 

Jr Q) 

(4) ER< eg 给 定 的 某 个 正 数 ), 则 进入 (5), 否 则 对 /增加 
1, 并 进入 (2); 

(5) 确定 外 界 力 的 个 数 为 1, 并 给 出 aO) ax. 

数值 算 例 

考虑 如 下 二 维 分 布 式 参数 系统 的 外 界 力 f(x,t) 的 识别 问题 


t 
Au 一 Hs DAO — x,) —0 
k=l 


R 


初始 条 件 : u(x,y,0) = 0， (zy) EN 
边界 条 件 : 25-0, Ger 


DC, 350 5E D 3E E83 12 4 REIR SUR PE PRETI 3 6 
ETA 5.21 所 示 。 
D-rUnUrnur, 
D = (G.y)x-5, —4syca1) 
D= {y| —-5<r<5, y= 4} 
D, = Kayle =- 5, —4<y[4} 
D,-(Gu-—5szr«5, y=— 4} 
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图 5.21 外 界 作用 力 和 测量 点 
位 置 示意 图 
x ERMES 表示 外 界 作 用 力 点 


在 可 测量 点 上 ,u(x,t) 仅 在 + = 0.1,0.2,0.3,… 上 采集 数据 。 
并 且 这 些 数据 在 给 定 Fou 下 利用 有 限 差分 法 模拟 产生 。 

边界 上 的 单元 由 上 述 12 个 测量 点 和 4 个 角 点 构成 ,共有 16 个 
单元 ,考虑 实际 外 界 力 的 形式 如 下 ; 

f£) = 16(x — x) + 26(x — x,) 

其 中 x = (2,1) ,x = (0, — 2), 

选取 两 组 外 界 力 的 逼近 形式 ， 

(1) ft) = Dox — x) 


ł 

(2) f(x,t) = X he “Bx — x,) 
业 一 

识别 的 计算 结果 见 表 5. 1, 
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2 2 2 
n|2 2. 0002 2.0019 2. 0027 0. 73 2. 0028 2. 0059 
| ~ -十 


yı | 1 | 0.9994 | 1.0024 | 1.0037 | 1.0014 | 1.0027 | 1.0055 
1 二 


+ 
z: | O | -0.0051 | 0.0004 | 0.0012 
十 


-0. 0047 | 0.0001 0. 0011 
-d t 


- 2. 0019 | - 1. 9948 | - 1. 9937 
一 -一 一 一 一 -| 一 


1.0125 | 1.0007 | 1.0055 


十 


n 9993 | - 1. 9990 | - 1. 9999 


T 1 


4 
h, | 1 1.0030 | 0.9984 | 0.9984 
4 EN 


4 
2.0228 | 1.9811 | 1.9778 


ha | 2 | 2.0039 | 1.9995 
1 T 


aj 0 一 一 0. 0661 0. 0098 


az | 0 一 一 0.0552 | 0.0197 |- 0.0128 


——— d 


0. 00049 | 0. 000007 | 0. 00002 


0. 000 5310. 000021 | 0. 000038 


9.6 石油 开采 方面 的 一 类 逆 问题 


5.6.1 问题 的 提出 


在 石油 工业 中 , 经常 利用 二 次 采油 和 强化 采油 来 提高 油田 的 
利用 效率 和 石油 的 产量 这 个 过 程 的 关键 一 步 是 通过 在 一 些 井 口 
对 油田 注入 水 或 化 学 液体 以 便 产 生 压 力 驱赶 油田 中 的 石油 从 采 池 
井口 喷 出 .要 使 这 个 过 程 成 功 必须 要 保持 石油 与 注入 液体 之 间 的 
接 面 , 接 面 的 运动 过 程 和 能 否 保持 接 面 的 稳定 完全 取决 于 油田 的 
结构 (例如 渗透 率 , 孔 隙 率 等 ) 和 注入 液体 的 特性 ,如 果 石 油 与 注 
入 液体 之 间 的 接 面 不 能 保持 稳定 , 则 注入 液体 就 不 能 有 效 的 将 石 
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油 驱赶 的 采油 井口 .因此 ,数值 模拟 这 个 过 程 是 非常 重要 的 .我 们 
可 以 建立 二 次 采油 或 强化 采油 的 数学 模型 ,并 利用 数值 解 来 预 估 
油田 的 特性 和 石油 与 注入 液体 之 间 的 接 面 的 运动 过 程 。 


oo Ê 
9 ð 


E 5.22 二 次 采油 油田 几何 示意 图 
四 .名 为 注入 液体 的 井口 ” 国 . 吉 .加 为 采油 的 井口 


对 于 一 个 三 维 两 相 略 微 可 压缩 .不 可 混合 的 油田 的 数学 模型 ， 


可 用 下 列 非 线性 偏 微分 方程 给 出 ; 
9 pe à s, 
[20 o 1 of T ofso T — 一 一 
V Gk, IN b.) — Cups, 2a: F: 
= pg — YVGku og), t0 (5. 120) 
d b. ðs 
Gk ps! V bu w z 
V Ps V bu) 一 Cosu 31 EP 
= Pe Qu — 7V Gk un, Pug), 1 > 0 (5. 121) 


3 
Ss Hsw= l, po po= Pas. XEN (5.122) 
` 1 一 0 
初始 条 件 : 
(xz,0) = P(x), s(x,0) = 5,(x) (5. 123) 


~ 


* 
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边界 条 件 : 
9p .995| =0, j=ow, t9 (5.120 
ðn an dn |a 

参数 说 明 ， 


下 角 标 。,w 表示 石油 相 和 水 相 .2 表示 油田 区 域 ,9 0 表示 油 

田 的 边界 ,边界 条 件 说 明了 石油 和 水 不 可 能 从 的 边界 398 流 到 

油田 之 外 的 区 域 .p 表 示 和 孔隙 率 ,p 表示 压力 ,s 表示 饱和 度 ,表示 

绝对 渗透 率 ,C 表示 可 压缩 度 ,w 表示 粘度 (粘性 系数 ),7 表示 转换 

数 ,g 表示 重力 加 速度 ,g 表示 水 或 石油 流动 速率 . 当 9 < 0 时 , 则 

表示 注入 过 程 , 当 9 > 0 时 , 则 表示 产 出 过程 .由 于 注入 和 产 出 都 内 
能 在 井口 处 进行 ,因此 ,g 一 般 可 以 视 为 点 源 函 数 , 即 


q = Ya (xit) (x — x;) 
kr AJOET Umi kw 表示 水 的 相对 小 透 率 ， 一 般 地 
bom eMe. d e MBs (5. 125) 


如 果 所 有 的 参数 都 已 知 ， 则 利用 数值 方法 求解 由 式 (5 120) 
~ (5.125) 构成 偏 微 方 程 定 解 问题 , 并 可 以 了 解 < 接 面 ” 的 运动 
情况 。 

但 在 实际 问题 中 ,上 述 偏 微分 方程 中 的 参数 人 .9g.30 往往 是 
未 知 的 ,它们 分 别 是 岩石 的 绝对 渗透 率 、 岩 石 的 孔 除 率 。 由 于 钻井 
的 费用 巨大 ,人 们 不 能 钻 很 多 井 来 采 到 岩石 样本 并 测定 它 的 绝对 
渗透 率 , 孔 隙 率 , 从 而 来 估计 整个 油田 的 绝对 渗透 率 、 孔 阶 率 ,并 估 
计 油 田 的 边界 。 c 

虽然 油田 的 真正 的 绝对 渗透 率 、. 孔 隙 率 的 分 布 函数 a) 和 
9G 不 能 直接 测量 得 到 ,但 是 ,我 们 可 以 从 一 些 进口 处 (包括 油井 
口 和 注入 液体 的 井口 ) 测 得 在 一 段 时 间 内 的 饱和 度 s; 和 压力 p, 
在 石油 工业 中 ,利用 这 些 数 据 来 估计 &(z) .pz) 或 392 的 问题 称 为 
UE] ORI] ER (History Matching), 
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5.6.2 ”解决 时 间 匹 配 问题 的 GPST 方法 


为 了 简便 起 见 , 上 述 问题 简化 为 ;从 已 知 的 方程 组 (5. 120) — 
(5. 125) 1g — HERE 2.6 t Bg, D quGOn D TE x;G — 1,2, 
D) 处 的 5 pG m ow) 及 930 来 确定 绝对 渗透 率 上 (r,t)。 

方程 组 (5. 120) — (5.1230 给 出 了 关于 四 个 未 知 量 s,s。,p,， 
pu 的 四 个 方程 .从 式 (5. 120) ~ (5.125) 不 难看 出 其 正 问题 是 关 
于 这 些 未 知 量 的 非 线性 偏 微分 方程 。 

下 面 介绍 解决 上 述 道 问 题 的 GPST 方法 。 


A 
* 


Sj) = Sya H os, je ow, n=0,1,2,. (5.126) 
kni (x) = k, + Ôk, 
BOOD RR E GO HIIR E 06s) (j m ow) 表示 当 绝 
对 渗透 率 为 (x) 时 的 一 组 解 。 
由 摄 动 法 原理 可 知 , 当 08, 很 小 时 ,6pj.,,65)., 的 变化 也 是 很 
小 。 把 式 (5.126) 代入 式 (5.120) ~ (5. 125)， 并 忽略 关于 ôk, 
6005i。 的 高 阶 项 ,可 得 到 关于 {kas bis.) 的 偏 微分 方程 的 初 
边 值 问题 


" = Pia T 0p, 


1 一 I Porn 99 3 
V GU S IN Pon) — Cs, 21 3: 
一 Po !g. nu JN CR, E, ps Ipag), t> 0 (5. 127) 
| 1 9 Peak 001,9 Sw, 
V Gu s V bus) — Cop sua 2: 975; | 
= pg — VV bu uu Pug), t>0 (5. 128) 


3 
Soin t Son = l, Pon = Pus 一 Mass Xx € NR (5. 129) 
b,4,0) = P(x), s(x,0) = S (x) (5. 130) 
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2 名 -| o, l =0, jmo,w, t0 (5.131) 
ðn lən ðn |əa 


以 及 关于 98, 0p, 和 6s, 的 偏 微分 方程 的 初 边 值 问题 


3 
VI Goss us NO LU) + V Ck, y dass) Os, V Pon) 
i=l 


Iba (c 9 Óp,., 9 0s,,, 


一 Cp6s,., 3: 


3 
+ NV kapg > iasi, 6s,.,) 
i-l 


= VG us, IN Pon) — V (OREL, Pg) 
= K,., CX sbs So,n "T P t0 (5. 132) 


其 中 天。 是 关于 ôk, 的 线性 泛 函 ; 


3 
V Gu ta VÒ pon) + V Ob, Y iBS tSo V pes) 
(—1 


9 Opu.n d ós,... 


à pu.n — 
一 C.9 0s... 一 : Cu s... 3t ?—3; 


at 
3 

十 ITVTCpoog 2 , iis, 10s...) 
i-1 


=— VGRE s V pu) — NOR ps Pug) 
= Kual X sts Sws Punka)» t> 0 (5. 133) 
EP Kun 是 关于 64, 的 线性 泛 函 ; 


3 
às... 十 Cs 一 0, 0p,,. Opw.n 一 D iasi, 18s... , 
i=l 


n = 0,1,2, (5. 134) 
àp,,(x,0) = 05,,(x,0 = 0, j—o,w, XERA, 
n =0,1,2,, 1:250 (5.135) 


290p, (x,0) E 9 ôs, n (x ,0) 
ðn E dn 


一 0， j09,w, xE, 


n=0,1.2,, t750 (5.136) 
Fl Hj RG. 1340 将 方程 式 (5.132)、(5. 133) 中 的 关于 dsns 
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sun EH ÉF pon 和 Spun ERR P | HD dson 


9 Pon — Ò pus. ， 
vun | 这 样 就 得 到 关于 3p,.。 和 6p。.… 的 偏 微分 方程 组 
iasi. 


V Ga, VÈ Doa) H V abon Opon — bu V Pon) 
s 9Ó0p,, u l 
m Co,n arf = d, (Op... Ô p...) 


HPV enS ong O Pon —0p,,0) = Kon (5. 132) 
V Gau VO Pun) H V rban Opon — Op, V Pun) 
9 Pw. ^ — 
一 C... 2t — d. (Op,,n Pen) 


9 (Pan — Opu., )e,.s 
T? at 


HV RnS ong O Pon 0p,.0) = Kun (5. 133^) 
óp,.(x,00 0, EN 
9 Óp, (X,t) u 


Jn 0, x€23Q, t>0 
3 3 
5 ias, 5 iBiss.! 
其 中 aj. 一 E, y uH E bonn 一 一 TRL——, bu. 一 Ho 
iasg D iasi, 
i=} i-1l 
9,., 
C, 2t 


Cj. 一 CP sinus dj 一 (一 1» 73 o oo 


mM 
i—] 
3 
24] 
1 0, Diasa 


e, m (> D 一 o Sia m (一 一 二 一 一 


; i l Ye o il 
i wa . M g UU iSw.a 
i=l i=l 
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| jL[7 b joo 
j—0,w, cas] Lojovw 

利用 Green 质数 方法 并 令 (x ,i) 分 别 取 值 为 (x， sta) (b = 1,2, 
SH m m 01,2; M) MARE 57 5; 2 XMNEE BILLS Es, 


可 得 关于 ôk, GO) 的 第 一 类 Fredholm 积分 方程 


ffe ) [2 K d 
n stn ， t ,U " r'! t 
IN | ite t Kon 


po Xrstm) — Pon On stu) l 
F M — Pos Qn te) 
n-—0.1,2,**. h — 1,2,-,H, m —1,2,-—-,M 
(5. 137) 
RHP G six n) 346.132) ~ (5.133) 方程 的 Green 函数 。 
因此 ,由 方程 式 (5. 125) ~ (5. 131) 和 (5. 1372 构成 GPST 的 
基本 迭代 格式 。 


563 ”计算 与 编程 方面 应 考虑 的 问题 


.如 果 我 们 对 第 一 类 Fredholm 积分 方程 式 (5. 137) 和 Green ER 
Ó C. 直接 采用 离散 化 ,并 计算 它们 的 数值 解 ,这 样 所 需 的 计算 量 
非常 巨大 ,一 种 更 有 效 的 方法 是 直接 对 非 线 性 偏 微分 方程 组 
(5. 132'》~ (5. 133') 进行 离散 化 ,例如 ,在 时 间 域 上 采用 一 阶 向 
后 差分 , 即 令 


bGisyjz, t) 一 bij. 
d p EN bo 一 Deja 
Qiu A (5. 138) 


在 空间 域 上 采用 标准 的 七 点 格式 进行 离散 化 , 即 令 


= (ki yaapi njur — (ki 1/2. jiu 
E 


十 ku 1/2.j.« ) bou 
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1 
十 Rana) Az (5. 139) 


对 式 (5. 132) ~ (5.1330 进行 离散 化 便 得 下 列 线性 代数 方 
EA: 
Cnm © OF, 一 了 .OK 十 有 SF， ， 
m —1,2,,M —1 (5.140) 
其 中 CD 和 已 .分别 为 2N X 2N,.2N XN 和 2N Xx 2N H 
AB AR B RE, N 为 空间 域内 的 分 节点 总 数 ,6F.. 为 关于 (6p,..,6p。.) 
在 和 时 刻 所 有 分 节点 上 的 数值 ， 它 为 2N 维 列 向 量 .3K. 为 只 ,在 所 
有 空间 分 节点 上 的 数值 所 构成 的 N 维 列 向 量 。 
由 于 C... 为 可 道 和 矩阵 , 则 由 式 (5. 140) 得 
C, 2D, .0K, = OF 一 C, LB, OF, us 
m = 1,2,^**.M (5.141) 

在 上 述 方程 组 中 挑选 那些 在 x = 二 (二 1,2,…, 及 )( 即 已 知 
的 测量 量 ) 和 在 tm = 1,2, M) 时 刻 , 并 用 (ps S Ponpe 
一 Peu Pun) 为 由 式 (5.126) ~ (5.131) 所 构成 的 方程 的 
解 ) 代 震 (6p。.,,6p。.,), 便 可 得 到 关于 6K, 的 线性 代数 方程 组 

AK, = E, n=0,1,2,. (5. 142) 
其 中 A, X 2HM x N 阶 矩 阵 ,E, 05 2HM 维 列 向 量 。 

这 样 我 们 便 可 以 避免 计算 Green 函数 G, 的 困难 和 巨大 的 计 
| 算 工 作 量 . 上 述 所 形成 的 线性 方程 组 (5. 142) 比 式 (5. 137) 离散 化 
得 到 线性 方程 组 形式 更 为 简单 。 

由 于 逆 问 是 本 身 是 一 个 不 适 定 问 题 , 所 以 离散 化 后 得 到 的 式 
(5.142) 一 般 是 病态 方程 组 .因此 我 们 应 采用 Tikhonov 正则 化 方 
法 来 求解 , 即 

(AT A, MN) 8K, = AT - E, n=0,1,2, (5.143) 

因此 ,由 式 (5.125) ~ (5.131) fü C5. 1420 的 离散 化 方程 构成 
了 GPST 的 基本 的 数值 计算 的 结构 .其 示意 图 见 框图 5. 23。 
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BETICILICLSMNO 
Y 
| 计算 偏 微分 方程 组 (5.125) — (5. | 


的 数值 解 得 (p。., bu 
Y 


对 方程 组 (5. 132) ~ (5.133) 离散 ， 
计算 得 C... D. B... 和 A, 


i 
| HH LU ARH B G. 143) | 


解 OK, Ep 6k,(x) 


t 
E H k, 十 Ok... LOO 重复 上 述 过 程 | 


图 5. 23 GPST 计算 框图 


解决 上 述 问题 的 GPST 方法 ,每 次 近代 所 需 的 计算 量 佑 计 ; 

(1) 解决 式 (5. 125) ~ (5. 131) 的 非 线性 偏 微分 方程 的 数值 
解 ,需要 做 (D2N X 2N 阶 和 矩阵 (带宽 为 O(V2 六 )) 的 LU 分解 ; 国 
采用 修正 的 Newton 选 代 法 求解 非 线 性 方程 组 ,并且 假 设 5 次 就 能 
收敛 到 一 定 的 精度 。 则 总 的 浮 点 运算 量 为 O{4MN VN(C2N VN 
十 5 V2))。 

(2) 形成 式 (5.142) Bp E d P d de ul EROS O(AHMN 
VN(2 VN + /2)). 

(3) 形成 式 (5. 143) 所 需 的 浮 点 运动 量 为 O{4HMN(N + 
D). 

(4) 计算 式 (5.143) X JH LU 分 解 所 需 的 浮 点 运算 量 


*o[i N + 2N), 则 每 次 迭代 所 需 的 浮 点 运算 量 为 


oliv + AMN'GH + D), 


—À— 
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5.6.4 模拟 计算 实例 


在 没有 实际 测量 数据 的 情况 下 ,为 了 验证 GPST 方法 解决 三 
维 两 相 略 微 可 压缩 .不 可 混合 的 油田 的 时 间 匹 配 问题 的 可 行 性 ,我 
们 按 下 列 过 程 来 模拟 处 理 。 

(1) 选取 初始 值 P(x) 和 Sj(x) G= ow), FEE R GO 为 道 
fu] 题 需要 确定 的 绝对 渗透 率 分 布 函数 .利用 数值 方法 计算 偏 微分 
方程 组 (5. 125) ~ (5. 131), 便 可 得 p? ansta) FI s? Qn tC 一 
0,0,h — 1,2, H. m= 1,2, ,MM) ,并 把 它们 视 为 实际 测量 数 
据 。 

(2) 选取 初始 猜测 函数 k(x) ,按照 疼 5.23 的 GPST 数 值 计算 
框图 ,可 得 (x),k,《(x),…, 直 到 k(x) 达到 极限 为 止 。 

GPST 方法 的 计算 精度 可 用 k(x) — &* G0 的 任 一 种 范 数 来 
衡量 。 

计算 实例 : 

假设 油田 的 区 域 为 长 方 体 , 将 长 方 体 区 域 划分 为 5 xX 3 x 2, 
并 且 Ax = Ay = 152.4 m, Az = 10.4 m, 时 间 步 长 为 At = 0. 864 
Gs,p, = 1 MPa*s,4, —0. 3 MPa *s,C, = C, = 2. 176 (GPa) £, 
P = 0.2,q, = qu = 983.2 m'/s,g = 0,S,(x) = S,(x) = 0.3, 
P.) = P,G) = 10.34 GPa,H = 4,M = 3,9; GO f s; (x) 在 
三 个 不 同 层 上 的 测量 数据 , 在 两 个 点 注入 液体 ,初始 猜测 函数 
ko (x) ,精确 函数 "(x) 和 和 迭代 四 次 的 重 构 函 数 和 (x) 见 图 5.24. 
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kG,.y,z) MN nl. 


Bo 5.24 


5 采油 点 位 置 4 注入 流体 点 位 和 置 
虚线 为 tox) 实 线 为 上 * (x) ARH ka 
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